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ტოპოლოგიური ჯგუფები

განსაზღვრება
ვთქვათ, (G ,+) არის ჯგუფი და ტოპოლოგიური სივრცე ისეთი, რომ
ასახვები

+ : G × G → G , (x , y) → x + y ,

− : G → G , x → −x ,

უწყვეტია შესაბამისად G -ს და G × G ნამრავლის ტოპოლოგიაში.

განსაზღვრება
ვთქვათ, X არის ტოპოლოგიური სივრცე, ვიტყვით, რომ X სივრცე არის
ჰაუსდორფის თუ x ̸= y მაშინ არსებობს თანაუკვეთი ღია U,V
სიმრავლეები ისეთი, რომ x ∈ U და y ∈ V .
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ტოპოლოგიური ჯგუფები

ვთქვათ, (G ,+) არის ჰაუსდორფის ტოპოლოგიური აბელური ჯგუფი.
იმისათვის, რომ (G ,+) აბელურ ჯგუფზე მოიცეს ტოპოლოგია ამისთვის
საკმარისია ჩვენ გვქონდეს ბაზა {Uα}, G ჯგუფის ნულოვანი
ელემენტისთვის. ამ შემთხვევაში ნებისმიერი a ∈ G ელემენტის ბაზა იქნება
a+ Uα.
G აბელური ჯგუფის ნულის მიდამოთა ბაზა აღვნიშნოთ U0-ით მაშინ ის
აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს:

ყველა სიმრავლის თანაკვეთა U0-დან არის {0},
ნებისმიერი ორი სიმრავლის თანაკვეთა U0-დან შეიცავს რომელიმე
სიმრავლეს ამ სისტემიდან,
ყოველი U-თვის U0-დან არსებობს V ∈ U0 ისეთი, რომ V + V ⊂ U,
ყოველი U-თვის U0-დან და ყოველი a ∈ U-თვის არსებობს V ∈ U0

ისეთი, რომ a+ V ⊂ U.
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ტოპოლოგიური ჯგუფები

პირიქით, თუ G არის აბელური ჯგუფი და U0 სისტემა აკმაყოფილებს
ზემოთ მოყვანილ პირობებს, მაშინ G ჯგუფზე შეიძლება მოიცეს
ტოპოლოგია მხოლოდ ერთადერთი გზით, ისე რომ ჯგუფის ოპერაციები
იყოს უწყვეტი ამ ტოპოლოგიაში და U0 სისტემა იქნება ნულის მიდამოთა
ბაზა. ხოლო a ∈ G ელემენტის მიდამოთა ბაზის მისაღებად უნდა ავიღოთ
a+ Uα სიმრავლეები. (იხ. [24]).

განსაზღვრება
ვთქვათ, G არის ტოპოლოგიური ჯგუფი. H-ს ეწოდება G -ს ქვეჯგუფი თუ
შესრულებულია შემდეგი პირობები:

H არის G -ს ქვეჯგუფი ალგებრული აზრით,
H არის ჩაკეტილი ქვესიმრავლე G -ს ტოპოლოგიაში.

თეორემა
G ტოპოლოგიური ჯგუფის ყოველი ღია ქვეჯგუფი H არის ასევე ჩაკეტილი.
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ტოპოლოგიური ჯგუფები

თეორემა
ვთქვათ, G აბელური ტოპოლოგიური ჯგუფი და ნულოვანი ელემენტის
ყოველი მიდამო შეიცავს ღია ქვეჯგუფს, მაშინ ნულოვანი ელემენტის ბმული
კომპონენტი არის {0}.

განსაზღვრება
ჯგუფს რომლის ნულოვენი ელემენტის ბმული კომპონენტი არის {0}
ეწოდება ნულგანზომილებიანი ჯგუფი.

განსაზღვრება
ტოპოლოგიურ ჯგუფს რომელიც არის ჰაუსდორფის და ლოკალურად
კომპაქტური ეწოდება ლოკალურად კომპაქტური ჯგუფი. ხოლო თუ
ჰაუსდორფის ტოპოლოგიური ჯგუფი არის კომპაქტური ჩვენ მას კომპაქტურ
ჯგუფს ვუწოდებთ.
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ტოპოლოგიური ჯგუფები

თეორემა
ვთქვათ, G ლოკალურად კომპაქტური არსებითად არაბმული აბელის
ჯგუფია თვლადობის მეორე აქსიომით. ამ შემთხვევაში ტოპოლოგია
მოიცემა ერთმანეთში ჩალაგებული ღია ქვეჯგუფების საშუალებით:

⊃ G−n ⊃ ... ⊃ G0 ⊃ G1 ⊃ ... ⊃ Gn ⊃ ...,

ისეთი, რომ ⋂
n∈Z

Gn = {0},
⋃
n∈Z

Gn = G .
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ჰაარის ზომა

განსაზღვრება
ვთქვათ, (X ,M, µ) არის ტოპოლოგიური სივრცე ზომით. ვიტყივით, რომ µ
არის რეგულარული ან რეგულარული ბორელის ზომა მაშინ და მხოლოდ
მაშინ, როცა

ყოველი K ⊂ X კომპაქტისთვის, µ(K ) <∞ ,
ყოველი A ∈ M-თვის, µ(A) = inf{µ(U) : U ღიაა დაA ⊂ U},
ყოველი U ∈ M ღია სიმრავლისთვის,
µ(U) = sup{µ(K ) : K კომპაქტია დაK ⊂ U}.

მეორე თვისებას ეწოდება ზომის გარე რეგულარობა, ხოლო მესამეს - შიდა
რეგულარობა.
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ჰაარის ზომა

განსაზღვრება
ვთქვათ, (G ,+) არის ტოპოლოგიური ჯგუფი. მარცხენა ჰაარის ზომა
(შესაბამისად მარჯვენა ჰაარის ზომა) G -ზე ეწოდება არანულოვან
რეგულარულ ბორელის µ ზომას G -ზე რომლისთვისაც µ(g + A) = µ(A)
(შესაბამისად µ(A+ g) = µ(A)) ყოველი g ∈ G -თვის და ყოველი ზომადი A
სიმრავლისათვის G -დან.

ისტორიულად ჰაარის ზომა პირველად წარმოდგენილი იყო ჰაარის მიერ
[14] 1933 წელს. მან მოცემულ სტატიაში დაამტკიცა ჰაარის ზომის
არსებობა ყოველი ლოკალურად კომპაქტურ ჯგუფისათვის, თვლადობის
მეორე აქსიომით. მოცემული შედეგის განზოგადება ნებისმიერ
ლოკალურად კომპაქტურ ჯგუფზე ეკუთვნის ვეილს [29], ამორჩევის
აქსიომის გამოყენებით. ამორჩევის აქსიომის გამოყენების გარეშე დებულება
დამტკიცებული იყო კარტანის [6] და ბრედონის [4] მიერ და
გამარტივებული ვერსია ალფსენის მიერ [3]-ში.
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ჰაარის ზომა

თეორემა

ვთქვათ (G ,+) არის ლოკალურად კომპაქტური ჯგუფი. მაშინ არსებობს
მარჯვენა ჰაარის ზომა G -ზე.

ჰაარის ზომაზე საუბრისას აუცილებელია მითითებული იყოს ის მარჯვენაა
თუ მარცხენა რადგან განვასხვავოთ რომელი გადატანის მიმარათ არის
ინვარიანტული. რადგან თუ ჯგუფი არაა აბელური მაშინ g + A საზოგადოდ
არ დაემთხვევა A+ g -ს. თუმცა შეგვიძლია ვაჩვენოთ, რომ მოცემული
ლოკალურად კომპაქტური ჯგუფისთვის მარცხენა ჰაარის ზომის არსებობა
ექვივალენტურია მარჯვენა ჰაარის ზომის არსებობის მოცემულ ჯგუფზე.

თეორემა
ვთქვათ, (G ,+) არის ლოკალურად კომპაქტური ჯგუფი და µ და ν არის
ორი მარჯვენა ჰაარის ზომა G -ზე. მაშინ არსებობს დადებითი ნამდვილი
რიცხვი c ისეთი, რომ ν = cµ.
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ლოკალურად კომპაქტური ჯგუფის მახასიათებლები

განსაზღვრება
ვთქვათ, (G ,+) არის ლოკალურად კომპაქტური აბელის ჯგუფი თუ
χ : G → C აკმაყოფილებს შემდეგ თვისებებს:

ყოველი x1, x2 ∈ G -თვის χ(x1 + x2) = χ(x1)χ(x2),
ყოველი x ∈ G -თვის |χ(x)| = 1.

მაშინ ვიტყვით, რომ χ არის G ჯგუფის მახასიათებელი.

უფრო მეტიც, χ : G → T, სადაც

T = {z ∈ C : |z | = 1},

და T არის ერთეულოვანი წრეწირი C კომპლექსურ სიბრტყეზე, უფრო
მეტიც ის წარმოადგენს ჯგუფს გამრავლების ოპერაციის მიმართ.
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ლოკალურად კომპაქტური ჯგუფის მახასიათებლები

განსაზღვრება
ვთქვათ, (G ,+) არის ლოკალურად კომპაქტური აბელის ჯგუფი. შემოვიღოთ
აღნიშვნა

ΓG = {χ : χ არისG ჯგუფის უწყვეტი მახასიათებელი},

შემოვიტანოთ ΓG -ზე × ოპერაცია შემდეგნაირად

(χ1 × χ2)(x) = χ1(x)χ2(x), ყოველიχ1, χ2 ∈ ΓG და ყოველი x ∈ G .

სიმრატივისთვის ”× ” სიმბოლოს ნაცვლად გამოვიყენებთ ” · ” სიმბოლოს.
ადვილი დასანახია, რომ ΓG წარმოადგენს აბელის ჯგუფს × ოპერაციის მიმართ და
მას G ჯგუფის მახასიათებელთა ჯგუფი ეწოდება ან G ჯგუფის დუალური ჯგუფი.
ახლა ჩამოვაყალიბოთ პონტრიაგინის დუალობის კარგად ცნობილი თეორემა
რომელიც გვაძლევს ΓG ჯგუფის მნიშვნელოვან დახასიათებას.
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ლოკალურად კომპაქტური ჯგუფის მახასიათებლები

თეორემა
ვთქვათ (G ,+) არის ტოპოლოგიური აბელური ჯგუფი რომელიც ასევე
არის ჰაუსდორფის. მაშინ სამართლიანია შემდეგი წინადადებები:

თუ G არის კომპაქტური ჯგუფი, მაშინ ΓG წარმოადგენს დისკრეტულ
ჯგუფს, და თუ G არის დისკრეტული მაშინ ΓG არის კომპაქტური.
თუ G არის ლოკალურად კომპაქტური ჯგუფი, მაშინ ΓG არის
ლოკალურად კომპაქტური, უფრო მეტიც ΓG და G არიან
ტოპოლოგიურად იზომორფულები, ეს ნიშნავს, რომ ლოკალურად
კომპაქტური აბელური ჯგუფი რომელიც ამასთან ერთად არის
ჰაუსდორფის თვით შეუღლებადია.
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ვილენკინის ჯგუფი

ვთქვათ, m := {mi}i∈N არის დადებითი მთელი რიცხვების მიმდევრობა
ისეთი, რომ mi ≥ 2, ყოველი i ∈ N-თვის. Zmk

:= {0, 1, ...mk − 1}-ით
აღვნიშნოთ ნაშთთა კლასი მოდულით mk . განვსაზღვროთ Gm როგორც
მოცემული Zmk

ჯგუფების პირდაპირი ნამრავლი, ე.ი

Gm =
∞∏
k=0

Zmk
,

ანუ Gm ჯგუფის ელემენტებს აქვს სახე x = (x0, x1, ..., xn, ...), xk ∈ Zmk
.

Gm-ზე ოპერაცია განისაზღვრება შემდეგნაირად

(a0, a1, ..., an, ...) + (b0, b1, ..., bn, ...) = (a0 ∔ b0, a1 ∔ b1, ..., an ∔ bn, ...),

სადაც
ak ∔ bk = (ak + bk)mod(mk),
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ვილენკინის ჯგუფი

ტოპოლოგია Gm-ზე მოიცემა ერთმანეთში ჩალაგებული ქვეჯგუფების
საშუალებით

I0 = G , Ik =
k−1∏
i=0

{0} ×
∞∏
i=k

Zmi , k = 1, 2, ....

ცხადია, გვაქვს ჩალაგება

G = I0 ⊃ I1 ⊃ ... ⊃ In ⊃ ... .

Gm ზემოთ მოყვანილი ტოპოლოგიით და შეკრების ოპერაციით
წარმოადგენს კომპაქტურ აბელურ ტოპოლოგიურ ჯგუფს (იხ. [2]),
რომელსაც ვილენკინის ჯგუფი ეწოდება.
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p-ადიკურ რიცხვთა ველი

ახლა ავაგოთ ნულგანზომილებიანი კომპაქტური ტოპოლოგიური აბელირი
ჯგუფი, რომელიც განსხვავდება ციკლური ჯგუფების პირდაპირი
ნამრავლისაგან. ვთქვათ p არის მარტივი რიცხვი და x ∈ Q, x ̸= 0, სადაც Q
რაციონალური რიცხვების სიმრავლე. ვთქვათ, x ისეთია, რომ სამართლია
შემდეგი წარმოდგენა x = pγ(x)mn , სადაც γ = γ(x) ∈ Z და m, n ∈ Z
არცერთი არ იყოფა p-ზე, მაშინ |x |p := p−γ(x). როცა x = 0 მაშინ |0|p = 0.
|x |p სიდიდეს აქვს მოდულის ყველა თვისება, ასევე ადგილი აქვს ტოლობას
|xy |p = |x |p|y |p. დამატებით | · |p-ს გააჩნია შემდეგი თვისება

|x + y |p ≤ max(|x |p, |y |p). (1)

Qp ველი განისაზღვრება როგორც Q-ს გასრულება | · |p ნორმის მიმართ.
ყოველი x ∈ Qp, x ̸= 0, ერთადერთი გზით წარმოდგება შემდეგი სახით

x = pγ(x0 + x1p + x2p
2 + ...+ xkp

k + ...), (2)
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p-ადიკურ რიცხვთა ველი
სადაც γ = γ(x) ∈ Z, და 0 ≤ xj ≤ p − 1, j ∈ Z+, და x0 ̸= 0. (2)
წარმოდგენიდან გვაქვს, რომ |x |p = p−γ . Qp არის ველი და |x |p ველის
მოდული Qp-ზე, რომლისთვისაც შესრულებულია (1). x , y ∈ Qp

ელემენტების შეკრება განისაზღვრება შემდეგნაირად, ვთქვათ

x =
∞∑

k=α

akp
k , y =

∞∑
k=β

bkp
k ,

მაშინ

x + y =
∞∑
k=γ

ckp
k , γ = min(α, β),

სადაც
n∑

k=α

akp
k +

n∑
k=γ

bkp
k =

n∑
k=γ

ckp
k (mod pn+1), ∀n ≥ γ.

Qp ველი არის კომუტაციური ჯგუფი მოცემული შეკრების ოპერაციის
მიმართ.
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p-ადიკურ რიცხვთა ველი

ვთქვათ Bk(x0) = {x ∈ Qp : |x − x0| ≤ pk}. მაშინ Bk = Bk(0) არის ღია და
კომპაქტური ჯგუფი შეკრების მიმართ. Bk = Bk(0) წარმოქმნის ნულის
მიდამოთა ბაზას. შემოვიღოთ აღნიშვნა Zp := B0. Zp-ს ეწოდება p-ადიკურ
მთელ რიცხვთა ჯგუფი. შევნიშნოთ, რომ Bk ქმნის ერთმანეთში ჩალაგებულ
ქვეჯგუფთა მიმდევრობას. საიდანაც გამომდინარეობს, რომ Zp არის
ნულგანზომილებიანი ჯგუფი ზემოთ მოყვანილი ოპერაციის მიმართ.
რადგან Qp არის ლოკალურად კომპაქტური აბელური ჯგუფი (იხ. [2])
ამიტომ არსებობს ჰაარის ზომა µ ისეთი, რომ µ(B0) = µ(Zp) = 1.

Kedlaya, Kiran S. p-adic Differential Equations. Cambridge
University Press, 2022.
Qiu, Hua. Gibbs–Butzer derivatives over p-adic fields. Applicable
Analysis 90.3-4 (2011): 545-561.
Brekke, Lee, and Peter GO Freund. p-adic numbers in physics.
Physics Reports 233.1 (1993): 1-66.
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ვილენკინის ჯგუფი

Gm-ში ღია სიმრავლეებით მოჭიმული ბორელის σ-ალგებრა აღვნიშნოთ
B(Gm)-ით. თეორემა 9-ის ძალით არსებობს ერთადერთი ჰაარის
µ : B(Gm) → [0,∞] ზომა Gm ისეთი, რომ µ(Gm) = 1. მარტივი
საჩვენებელია, რომ µ(In(x)) = 1/Mn (იხ. [23]). განვსაზღვროთ, რიცხვთა
განზოგადებული სისტემა m-ის საშუალებით შემდეგნაირად:

M0 := 1,Mk+1 := mkMk (k ∈ N),

მაშინ ყოველი n ∈ N ერთადერთი გზით შეიძლება წარმოდგეს შემდეგი
სახით:

n =
∞∑
j=0

njMj , nj ∈ Zmj (j ∈ N+)

და მხოლოდ სასრული რაოდებნობა nj -ის განსხვავდება ნულისაგან.
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ვილენკინის ჯგუფი

ახლა განვიხილოთ Gm-ზე ორთონორმირებული სისტემა რომელსაც
ეწოდება ვილენკინის სისტემა. პირველ რიგში განვსაზღვროთ კომპლექსურ
მნიშვნელობებიანი ფუნქიცა rk (x) : Gm → C , რომელსაც რადემახერის
განზოგადებული ფუნქცია ეწოდება შემდეგნაირად:

rk (x) := exp (2πixk/mk)
(
i2 = −1, x ∈ Gm, k ∈ N

)
.

განვსაზღვროთ ვილენკინის სისტემა ψ := (ψn : n ∈ N), Gm-ზე
შემდეგნაირად:

ψn(x) :=
∞∏
k=0

rnkk (x) (n ∈ N) .

მაშინ როცა m ≡ 2. მაშინ მოცემულ სისტემას ჩვენ უოლშ-პელის სისტემას
ვუწოდებთ.
ვილენკინის სისტემა ორთონორმირებულია და სრულია L2 (Gm)-ში.
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Snf , σnf

ვთქვათ, f ∈ L1 (Gm), განვსაზღვროთ f ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტები,
დირიხლეს გული და ფურიეს მწკრივის კერძო ჯამები ვილენკინის სისტემის

f̂ (k) : =

∫
Gm

f ψkdµ, (k ∈ N) ,

Snf : =
n−1∑
k=0

f̂ (k)ψk , (n ∈ N+, S0f := 0) ,

Dn =
n−1∑
k=0

ψk , (n ∈ N+) .
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Lpω(Gm), L
p(·)(Gm) სივრცეები და ვილენკინის სისტემა

ვთქვათ, {mi} მიმდევრობა შემოსაზღვრულია. ვატარიმ [19] აჩვენა, რომ
თუ f ∈ Lp(Gm), 1 < p <∞,

lim
n→∞

∫
Gm

|Snf − f |p dµ = 0.

იუნგმა [31], შიფმა [25] და საიმონმა [26] დამოუკიდებლად აჩვენეს, რომ
ვილენკინ-ფურიეს მწკრივის n-ური რიგის კერძო ჯამები ნორმით კრებადია
მაშინაც კი როდესაც {mi} მიმდევრობა შემოუსაზღვრელია.
ვიტყვით, რომ ω არის წონა Gm-ზე თუ ω არის ზომადი და 0 < ω(x) <∞
თითქმის ყველგან. Lpω(Gm), 1 ≤ p <∞-თი აღვნიშნოთ ყველა f : Gm → C
ზომად ფუნქციათა ერთობლიობა Gm-ზე, რომელთათვისაც

∥f ∥p,ω =

(∫
G
|f |pω dµ

)1/p

<∞,

მოცემული სივრცე წარმოადგენს ბანახის სივრცეს ∥f ∥p,ω ნორმით.
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Lpω(Gm), L
p(·)(Gm) სივრცეები და ვილენკინის სისტემა

განსაზღვრება
(i) ვიტყვით, რომ ω აკმაყოფილებს Ap(Gm) პირობას, 1 < p <∞, თუ

[ω]Ap = sup
i∈F

(
1

µ(I )

∫
I
ω dµ

)(
1

µ(I )

∫
I
ω−1/(p−1) dµ

)p−1

<∞. (3)

(ii) იტყვით, რომ ω აკმაყოფილებს A1(Gm) პირობას თუ

[ω]A1 = sup
i∈F

1

µ(I )

∫
I
ω dµ(essinf

I
ω(x))−1 <∞.

როცა ω(x) = 1, x ∈ Gm, მაშინ ვიღებთ კლასიკურ Lp(Gm) ლებეგის
სივრცეს. მარტივი დასანახია, რომ, თუ 1 < p <∞, ω ∈ Ap(Gm) მაშინ
Lpω(Gm) ⊂ L1(Gm). ვთქვათ, ω ∈ Ap(Gm), 1 ≤ p <∞, და p < q <∞ მაშინ
ω ∈ Aq(Gm).
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Lpω(Gm), L
p(·)(Gm) სივრცეები და ვილენკინის სისტემა

მოვიყვანოთ ცვლად მაჩვენებლიანი ლებეგის სივრცის განსაზღვრება.
ვთქვათ, p(·) : Gm → [1,∞) არის ზომადი ფუნქცია. ცვლად მაჩვენებლიანი
Lp(·)(Gm) ლებეგის სივრცე არის ყველა ზომადი ფუნქციების ერთობლიობა
ისეთი, რომ რაიმე λ > 0-თვის

ρp(·)(f /λ) =

∫
Gm

(|f (x)| /λ)p(x) dµ <∞.

Lp(·)(Gm) წარმოადგენს ბანახის სივრცეს ლუქსემბურგის ნორმით

∥f ∥p(·) = inf{λ > 0 : ρp(·)(f /λ) ≤ 1}.

შემოვიღოთ აღნიშვნები: p−(I ) = essinfx∈I p(x) და p+(I ) = esssupx∈I p(x),
სადაც I ⊂ Gm. თუ I = Gm მაშინ სიმარტივისთვის გამოვიყენებთ აღნიშვნებს
p−, p+. p′(·) აღნიშნავს p(·) ფუნქციის შეუღლებულ ფუნქციას ე.ი
1/p(x) + 1/p′(x) = 1 (x ∈ Gm). მოცემულ ნაშრმოში C , c აღნიშნავს
აბსოლუტურ მუდმივებს და შეიძლება განსხვავდებოდეს კონტექსტის
მიხედვით, χA აღნიშნავს A სიმრავლის მახასიათებელ ფუნქციას.

ნიკა არეშიძე მულტიპლიკაციური სისტემები 16 ივლისი 2024 23 / 42



Lpω(Gm), L
p(·)(Gm) სივრცეები და ვილენკინის სისტემა

განსაზღვრება
ვიტყვით, რომ p(·) მაჩვენებელი, 1 < p− ≤ p+ <∞ აკმაყოფილებს
A (Gm) პირობას, თუ არსებობს მუდმივი C ისეთი, რომ ყოველი
I ∈ F -თვის,

1

µ(I )
∥χI∥p(·)∥χI∥p′(·) ≤ C . (4)

[1]-ში კოპალიანმა და ადამაძემ დაახასათეს ყველა ყველა p(·)
მაჩვენებელი ისეთი, რომ თუ f ∈ Lp(·)(Gm), მაშინ f ∈ Lp(·)(Gm) ფუნქციის
ვილენკინ-ფურიეს მწკრივის Snf კერძო ჯამები კრებადია f -სკენ
Lp(·)(Gm)-ის ნორმით. კერძოდ სამართლიანია შემდეგი თეორემა
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Lpω(Gm), L
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თეორემა

ვთქვათ, p(·) მაჩვენებელი ისეთია, რომ 1 < p− ≤ p+ <∞. მაშინ შემდეგი
წინადადებები ექვივალენტურია:
(i) p(·) ∈ A (Gm),
(ii) არსებობს მუდმივი C დამოკიდებული მხოლოდ p(·)-ზე ისეთი, რომ
ყოველი f ∈ Lp(·)(Gm)-თვის გვაქვს:

sup
n∈N

∥Snf ∥p(·) ≤ C∥f ∥p(·),

(iii) limn→∞ ∥f − Snf ∥p(·) = 0, ყოველი f ∈ Lp(·)(Gm)-თვის.

შემოვიღოთ აღნიშვნა

En(f )p(·) = inf


∥∥∥∥∥f −

n−1∑
k=0

akψk

∥∥∥∥∥
p(·)

: ak ∈ C

 , n ∈ N.
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ვთქვათ, G არის უოლშის (კანტორის) ჯგუფი. X (G ) ⊂ L1(G ) იყოს ბანახის
სივრცე ისეთი, რომ უოლშის სისტემის წრფივი გარსი მკვრივია X (G )-ში.
ბუცერმა და ვაგნერმა [5]-ში შემოიღეს f ∈ X (G ) ფუნქციის D(1)(f ) ძლიერი
წარმოებული. შემოვიღოთ აღნიშვნა ej = (x0, x1, ...), xj = 1, xi = 0, როცა
i ̸= j .

განსაზღვრება

ვთქვათ, f ∈ X (G ). ვიტყვით, რომ f -ს გააჩნია ძლიერი წარმოებული, თუ
არსებობს g ∈ X (G ) ფუნქცია ისეთი, რომ

lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥2−1
n∑

j=0

2j [f (·)− f (·+ ej+1)]− g(·)

∥∥∥∥∥∥
X

= 0,

ასეთ g ფუნქციას ეწოდება f ფუნქციის ორობითი ძლიერი წარმოებული და
მას აღვნიშნავთ D

(1)
X (f )-ით.
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[5]-ში დამტკიცებულია შემდეგი ტოლობა D
(1)
X (ψk) = kψk , k ∈ N+

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ ψk წარმოადგენს D
(1)
X ოპერატორის

საკუთრივ ფუნქციას. იგივე სტატიაში განსაზღვრულია f ∈ X (G ) ფუნქციის
ძლიერი რიგის ინტეგრალი I (r)(f ) შემდეგნაირად: შემოვიღოთ აღნიშვნა
Wr = 1 +

∑∞
k=1 k

−rψk . მაშინ f ∗Wr -ს ეწოდება f ფუნქციის r -რიგის
ორობითი ინტეგრალი. ასევე [?]-ში დამტკიცებულია შემდეგი ფორმულების
სამართლიანობა D(1)

X (I
(1)
X (f )) = f და I (1)X (D

(1)
X (f )) = f , როცა ფრჩხილებს

შიგნით მოთავსებული გამოსახულება არსებობს და f̂ (0) = 0.

Su, Weiyi, and Hua Qiu. p-adic calculus and its applications to
fractal analysis and medical science. Facta universitatis-series:
Electronics and Energetics 21.3 (2008): 339-347.
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ონევიერმა [21]-ში ზემოთ მოყვანილი წარმოებულის განსაზღვრება
განაზოგადა ვილენკინის ჯგუფებზე.

განსაზღვრება
ვთქვათ f ∈ X (Gm) და არსებობს ფუნქცია g ∈ X (Gm) ისეთი, რომ

lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥∥
n∑

j=0

mj

Mj+1−1∑
k=0

kM−1
j+1

Mj+1−1∑
l=0

exp−lk (2πi/Mj+1)(f (· + lej+1) − f (·)) − g(·)

∥∥∥∥∥∥∥
X

= 0,

მაშინ g -ს ეწოდება f ფუნქციის ძლიერი წარმოებული X (Gm)-ში.

[21]-ში დამტკიცებულია ტოლობა D(1)(ψk) = kψk და შესწავლილია
წარმოებულის გარკვეული თვისებები. ონევიერმა [22]-ში შემოიღო
მოდიფიცირებული ორობითი წარმოებული f [1] შემდეგი თვისებით:
ψ
[1]
k = 2[log2 k]ψk . ასევე მან აჩვენა, რომ D(1) და D [1] ოპერატორის

განსაზღვრის არეები ემთხვევა.

ნიკა არეშიძე მულტიპლიკაციური სისტემები 16 ივლისი 2024 28 / 42



Lpω(Gm), L
p(·)(Gm) სივრცეები და ვილენკინის სისტემა

ზელინმა [32]-ში შემოგვთავაზა P - წარმოებულისა და ინტეგრალის
განსაზღვრება , რომელიც უფრო მარტივია ვიდრე ბუცერ-ვაგნერისა და
ონევიერის განასზღვრებები.

განსაზღვრება

ვთქვათ,
f ∈ X (Gm), α ∈ R,Tα

r =
∑Mr−1

k=0 kαψk , სადაც 0α = 1, როცაα ≤ 0. თუ

lim
r→∞

∥Tα
r ∗ f − g∥X = 0,

მაშინ α > 0-თვის g = T
(α)
X (f )-ს ეწოდება f ფუნქციის α რიგის (ძლიერი)

წარმოებული და α < 0-თვის g = T
(α)
X (f )-ს ეწოდება f ფუნქციის |α| რიგის

(ძლიერი) ინტეგრალი.
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ახლა რადგან

SMn(f )(x) =
1

|In(x)|

∫
In(x)

f (t) dµ,

X (Gm) = Lp(Gm), 1 < p <∞. შემთხვევაში გვაქვს: f ∈ Lp(Gm) მაშინ და
მხოლოდ მაშინ, როცა ∥SMn(f )∥p ≤ C . სადაც C არაა დამოკიდებული n-ზე.
შესაბამისად f ფუნქციის α რიგის წარმოებულის არსებობა ექვივალენტურია
იმის, რომ

∑∞
k=0 k

αf̂ (k)ψk მწკრივი წარმოადგენს g ∈ Lp(Gm) ფუნქციის
ვილენკინ-ფურიეს მწკრივს. მოცემული სამაგისრო ნაშრომი შეეხება
ზელინის მიერ შემორებულ წარმოებულს, რომელიც აღნიშნული იქნება
f [r ]-ით.
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თეორემა

ვთქვათ, f ∈ L1(Gm) და p(·) მაჩვენებელი ისეთია, რომ 1 < p− ≤ p+ <∞,
და M მაქსიმალური ოპერატორი შემოსაზღვრულია Lp(·)(Gm)-ში, ამასთან

Q(f ) =

(
|f̂ (0)|2 +

∞∑
n=0

|SMn+1(f )− SMn(f )|2
)1/2

,

მაშინ f ∈ Lp(·)(Gm) მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა Q(f ) ∈ Lp(·)(Gm), და
∥Q(f )∥p(·) ≍ ∥f ∥p(·), f ∈ Lp(·)(Gm).
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ლემა

ვთქვათ g = {gk}∞k=1, სადაც gk ∈ Lp(·)(Gm), k ∈ N+, 2 ≤ p(·) <∞ და
1 ≤ q <∞, ამასთან

∥g∥Lp(·)(lq) =

∥∥∥∥∥∥
( ∞∑

k=1

|gk |q
)1/q

∥∥∥∥∥∥
p(·)

, ∥g∥lq(Lp(·)) =

( ∞∑
k=1

∥gk∥qp(·)

)1/q

.

მაშინ ∥g∥Lp(·)(l2) ≤ ∥g∥l2(Lp(·)), როცა p(·) ≥ 2.
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სამართლიანია ჯექსონის თეორემის ანალოგი ცვლად მაჩვენებლიანი
ლებეგის სივრცეებისთვის.

თეორემა

ვთქვათ, p(·) მაჩვენებელი ისეთია, რომ
1 < p− ≤ p+ <∞, p(·) ∈ A (Gm), r ∈ N+, და f ∈ Lp(·)(Gm)-თვის
არსებობს f [r ] ∈ Lp(·)(Gm) მაშინ

En(f )p(·) ≤ Cn−r∥f [r ]∥p(·).
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ძირითადი შედეგები
ვიტყვით, რომ f ∈ Pn თუ f ∈ L1(Gm) და f̂ (k) = 0 როცა k ≥ n. ადგილი
აქვს ბერშტეინის თეორემის ანალოგს ცვლად მაჩვენებლიან ლებეგის
სივრცეებში.

თეორემა

ვთქვათ, p(·) მაჩვენებელი ისეთია, რომ 1 < p− ≤ p+ <∞, p(·) ∈ A (Gm),
r ∈ N+ და tn ∈ Pn მაშინ ∥t [r ]n ∥p(·) ≤ Cp(·)n

r∥tn∥p(·).

თეორემა

ვთქვათ, p(·) მაჩვენებელი ისეთია, რომ p(·) ∈ [2,∞), p(·) ∈ A (Gm),
r ∈ N+ და f ∈ Lp(·)(Gm), თუ

∑∞
k=1 k

2r−1E 2
k (f )p(·) კრებადია მაშინ

არსებობს f [r ] ∈ Lp(·)(Gm) და ასევე

En(f
[r ])p(·) ≤ C

nrEn(f )p(·) +

 ∞∑
j=n+1

k2r−1E 2
k (f )p(·)

1/2
 .

ნიკა არეშიძე მულტიპლიკაციური სისტემები 16 ივლისი 2024 34 / 42



ძირითადი შედეგები

ვთქვათ, p(·) მაჩვენებელი ისეთია, რომ
1 < p− ≤ p+ <∞, p(·) ∈ A (Gm), r ∈ N. W rLp(·)(Gm)-ით აღვნიშნოთ
ყველა ისეთ g ∈ Lp(·)(Gm) ფუნქიცათა ერთობლიობა, რომლისთვისაც
g [r ] ∈ Lp(·)(Gm) შემდეგი ∥g [r ]∥p(·) ნახევარ-ნორმით. განვიხილოთ
K -ფუნქციონალი განსაზღვრული შემდეგნაირად:

Kr (f , t) = inf
{
∥f − g∥p(·) + t∥g [r ]∥p(·) : g ∈ W rLp(·)(Gm)

}
.

სამართლიანია შემდეგი პირდაპირი და შებრუნებული აპროქსიმაციის
თეორემები Kr (f , t) ფუნქციონალის ტერმინებში.
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თეორემა
ვთქვათ p(·) მაჩვენებელი ისეთია, რომ p(·) ∈ [2,∞), p(·) ∈ A (Gm), მაშინ
ყოველი f ∈ Lp(·)(Gm) და n ∈ N-თვის გვაქვს

En(f )p(·) ≤ CKr (f , n
−r ), (5)

და

Kr (f , n
−r ) ≤ Cn−r

(
n∑

k=1

[k rEk(f )p(·)]
2k−1

)1/2

. (6)
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