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შესავალი

მათემატიკურილოგიკის ერთ-ერთითანამედროვედა სწრაფადგანვითარებადიდარგია ალ-

გორითმების თეორია (რეკურსიულ ფუნქციათა თეორია). XX საუკუნის 30-იან წლებში ჩარ-

ჩის, კლინის, ტიურინგის და გეოდელის შრომებში მიღებული იქნა ფუძემდებლური ფაქ-

ტები ალგორითმების ბუნების შესახებ. დამტკიცდა გამოთვლადი ფუნქციის ცნების სხვა-

დასხვა დაზუსტების ეკვივალენტობა, ფორმულირდა ჩარჩის თეზისი, დამტკიცდა თეორე-

მა უნიკალური ფუნქციის შესახებ, s − m − n-თეორემა და რეკურსიის (უძრავი წერტილის

შესახებ) თეორემა. ამის საფუძველზე მოხერხდა მათემატიკის მრავალი ცნობილი, უმნიშ-

ვნელოვანესი, ალგორითმული პრობლემის ამოუხსნადობის (გადაუწყვეტადობის) დამტკი-

ცება. ამ ყველაფერმა მიგვიყვანა ალგორითმების თეორიის სწრაფ განვითარებამდე, რომე-

ლიც დღემდე გრძელდება. ამ დარგის უმნიშვნელოვანესი მიმართულების რეკურსიულად

გადათვლად (რ.გ.) სიმრავლეთა და ამოუხსნადობის ხარისხების თეორიის საწყისები შეიქ-

მნა XX საუკუნის 40-50-იან წლებში. ამ დროს გამოქვეყნდა პოსტის ფუნდამენტური ნაშრომი

([1]).

ყოველი A სიმრავლისთვის, სადაც A ⊆ ω = {0, 1, 2, . . .}, შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ შემ-

დეგი პრობლემა: არსებობს თუ არა ალგორითმი, რომელიც ყოველ x ∈ ω-სთვის უპასუხებს

კითხვას: x ∈ A? სიმრავლეს, რომლისთვისაც მოცემული პრობლემა გადაწყვეტადია, ეწო-

დება რეკურსიული. გაირკვა, რომ არსებობს სხვადასხვა ”სირთულის” რ.გ. სიმრავლე, რო-

მელიც არ არის რეკურსიული. ასეთი სიმრავლეები გახდა შემდგომი შესწავლის ძირითადი

ობიექტები.

ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლის ყველა რ.გ. ქვესიმრავლეთა სიმრავლის მათი ”სირ-

თულის” მიხედვის კლასიფიკაციის ძირითად ინსტრუმენტს წარმოადგენს დაყვანადობის

ცნება, რომელიც არის ალგორითმების თეორიის ერთ-ერთი ფუნდამენტური ცნება.

ვთქვათ A,B ⊆ ω. ინტუიცურდონეზე, A სიმრავლე დაყვანადია B სიმრავლეზე, თუ არ-

სებობს ისეთი ალგორითმი, რომელიც გადაწყვეტდა პრობლემას A-სთვის ელემენტის კუთ-

ვნილების შესახებ იმ პირობით,რომ არსებობს შესაძლებლობა ვისარგებლოთინფორმაციით

რაიმეB-სთვის კუთვნილების შესახებ. ყველაზე ზოგადი ფორმით ასეთდაყვანადობას ეწო-

დება ტიურინგის დაყვანადობა (T−დაყვანადობა), რომელიც განსაზღვრა პოსტმა [1944]-ში,

T−დაყვანადობასთან ერთად, პოსტმა [1940] განსაზღვრაm−, btt−, და tt−დაყვანადობების

ცნებები.

თითოეული ამ დაყვანადობებიდან ფლობს რეფლექსურობის, ანტისიმეტრიულობისდა

ტრანზიტულობის თვისებებს. თუ r− არის რომელიმე სახის დაყვანადობა, მაშინ A და B

სიმრავლეები არიან r−ეკვივალენტური ( A ≡r B ), თუ A ≤r B & B ≤r A. A სიმრავლის
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r−ეკვივალენტურ სიმრავლეთა კლასს ეწოდება A სიმრავლის r−ხარისხი და აღინიშნება

degr(A) = {B : B ≡r A}

ამოუხსნადობის r−ხარისხებზე ბუნებრივად ინდუცირდება ნაწილობრივად დალაგე-

ბის მიმართება, რომელსაც აღვნიშნავთ≤r-ით. r−ხარისხს ეწოდებარეკურსიული(რეკურსიულად

გადათვლადი), თუ ის ერთრეკურსიულ(რეკურსიულად გადათვლად) სიმრავლეს მაინც შე-

იცავს.

A სიმრავლეს ეწოდება r−სრული, თუ

(1) A− რ.გ.

(2) ∀B (B − რ.გ. ⇒ B ≤r A)

ემილ პოსტმა დასვა პრობლემა: არსებობს თუ არა არარეკურსიული, არა T−სრული რ.გ.

T−ხარისხი? პოსტი ამ პრობლემის ამოსახსნელად, შეეცადა განესაზღვრა რ.გ. სიმრავლეთა

კლასი, რომელიც არასრულობის და არარეკურსიულობის გარანტიას მოგვცემდა. ის კონ-

ცენტრირდა, რომ შეესუსტებინა რ.გ. სიმრავლის დამატების თვისებები. ამისათვის მან გან-

საზღვრა მარტივიდა ჰიპერმარტივი სიმრავლეები. ამგვარი მიდგომა აღმოჩნდა განწირული

(იეტსი [1965]), მაგრამ პოსტის პირველადმა შრომამ ბიძგი მისცა რეკურსიულადგადათვლა-

დი სიმრავლეების სტრუქტურებისდა გამოთვლადობის კომპლექსურობის შესწავლას. პოს-

ტის პრობლემის გადაჭრა კი სხვა მეთოდით მოხერხდა.

ფრიდბერგმა[1957]და მუჩნიკმა [1956] ერთმანეთისგანდამოუკიდებლადგადაჭრეს პრობ-

ლემა ეპოვათ არარეკურსიული, და არა ტიურინგის აზრით სრული ხარისხი. მათ შექმნეს

ახალი ტექნიკა, რომელსაც დაერქვა პრიორიტეტის მეთოდი. მიღებული კონსტრუქცია აღ-

მოჩნდა ძალზედ ნაყოფიერი. მისი დახმარებით გადაიჭრა სხვადასხვა პრობლემებიც რე-

კურსიის თეორიასა და მათემატიკურ ლოგიკაში.

მითითებული დაყვანადობების შესწავლის პარალელურად, სხვადასხვა ავტორის მიერ

განსაზღვრული იყო განსხვავებული ტიპის დაყვანადობა. კერძოდ, ტენენბაუმმა (იხ. რო-

ჯერსი [2]), შემოიტანა კვაზი-დაყვანადობის (Q−დაყვანადობის) შემდეგი ცნება.

ამ ნაშრომში ჩვენ განვიხილავთ კვაზიდაყვანადობას (Q−), რომელიც ძალიან ბუნებრივი

და მნიშვნელოვანია ალგორითმების თეორიისთვის. მისი დახმარებით მიიღება რიგი საინ-

ტერესო და მნიშვნელოვანი შედეგები. კერძოდ, დამტკიცებულია, რომ რეკურსიულად გა-

დათვლადიQ−ხარისხებისადარეკურსიულადგადათვლადი T -ხარისხებისზედა ნახევარ-

მესერების ელემენტარული თეორიები არიან ერთმანეთისაგან განსხვავებულები (იხ. [3]).

ნაჩვენებია, რომ რ.გ. Q−ხარისხების ზედა ნახევარმესერი მკვრივადაა დალაგებული (იხ.

[4]). ასევე პირველად მარჩენკოვმა (იხ. [5])Q−დაყვანადობის დახმარებით გადაწყვიტა პოს-

ტის პრობლემა. Q−დაყვანადობას აქვს ძალიან მნიშვნელოვანი გამოყენება ალგორითმების
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თეორიის სხვადასხვა დარგში, მაგალითად, სიტყვათა ტოლობის პრობლემისა და გამოთ-

ვლადობის სირთულეების შესწავლისას. Q−დაყვანადობის მიმართება სიტყვათა ტოლო-

ბის პრობლემასთან ნათლად ჩანს დობრიცას თეორემაში (იხ. [6]), რომელიც ამბობს, რომ ნა-

ტურალურ რიცხვთა ყოველი A სიმრავლისთვის არსებობს სიტყვათა ტოლობის პრობლემა,

რომელსაც აქვს იგივე Q−ხარისხი, რაც აქვს A-ს. ბლამმა და მარქუსმა (იხ. [7]) შემოიტანეს

სუბკრეატიული და ეფექტურად აჩქარებადი სიმრავლეების ცნებები და აჩვენეს, რომ სიმ-

რავლე არის სუბკრეატიული მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა ის არის ეფექტურად აჩქარე-

ბადი. ჯილმა და მორისმა (იხ. [8]) მოგვცეს მარტივი დახასიათება ეფექტურად აჩქარებადი

სიმრავლეებისაQ−დაყვანადობისტერმინებში. მათდაამტკიცეს, რომ სიმრავლე არის ეფექ-

ტურად აჩქარებადი მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც ის არის Q−სრული. აქ მოყვანილი

შედეგებიდან ჩანს, რომ Q− დაყვანადობა არის ერთ-ერთი დამაკავშირებელი ხიდი, რომე-

ლიც აერთებს ალგორითმების დესკრიფციულ და მეტრიკულ თეორიებს.
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1 ჰიპერჰიპერმარტივი სიმრავლეები და Q-დაყვანადობა

ვთქვათ A,B ⊆ ω, სადაც ω = {0, 1, 2, . . .}.

განსაზღვრება 1.1. (ტენენბაუმი) A არის Q-დაყვანადი B-ზე (A ≤Q B) თუ არსებობს ისეთი

რეკურსიული ფუნქცია f , რომ ყოველი x-ისთვის ω-დან

x ∈ A ⇔ Wf(x) ⊆ B

განსაზღვრება 1.2. A სიმრავლის ტიურინგის ხარისხი (ამოუხსნადობის ხარისხი) ეწოდება

სიმრავლეთა კლასს

degT (A) = {B : A ≡T B}

ანალოგიურად განისაზღვრება Q−დაყვანადობის ხარისხები

degQ(A) = {B : A ≡Q B}

განსაზღვრება 1.3. (პოსტი)უსასრულოA სიმრავლეს ეწოდება იმუნური, თუ არ არსებობს ისე-

თი უსასრულო რ.გ. სიმრავლეW , რომW ⊆ A.

განსაზღვრება 1.4. რ.გ. A სიმრავლეს ეწოდება მარტივი, თუ A იმუნურია.

თეორემა 1.5. არსებობს 2ℵ0 სიმრავლე, ისეთი რომ Aდა A იმუნურია.

დამტკიცება. ვთქვათx0, x1, . . .ზრდის მიხედვითდალაგებულიელემენტებია {x | Wx უსასრულო}

სიმრავლის. განვსაზღვროთ წყვილები {y0, z0}, {y1, z1}, . . . შემდეგნაირად:

{y0, z0} = ორი უმცირესი ელემენტიWx0-ის,

სადაც y0 < z0.

{yk+1, zk+1} = ორი უმცირესი ელემენტიWxk+1
-ის, ისეთი, რომ ორივე აღემატება yk და zk-ს,

სადაც yk+1 < zk+1. ჩვენ განვსაზღვროთ სიმრავლე A-ს შემდეგნაირად, ამოვირჩევთ თითო-

ეულ წევრს წყვილთა მიმდევრობიდან. ვინაიდან არსებობს 2ℵ0 უნიკალური ამორჩევა, მაშინ

ორივე Aდა A უნდა კვეთდეს უსასრულო რეკურსიულად გადათვლად სიმრავლეს. მაშასა-

დამე, ორივე Aდა A იმუნურია.

განსაზღვრება 1.6. A = {x1, x2, . . . , xn} სიმრავლის, სადაც x1 < x2 < . . . < xn, კანონიკური

ინდექსი ეწოდება

y = 2x1 + 2x2 + . . .+ 2xn
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განსაზღვრება 1.7. სასრულ სიმრავლეთა მიმდევრობას {Fn}n∈ω ეწოდება ძლიერი, თუ არ-

სებობს, ისეთი რეკურსიული ფუნქცია f , რომ

Fn = Df(n), ყოველი n ∈ ω

სადაც Du არის სიმრავლე რომლის კანონიკური ინდექსია u

განსაზღვრება 1.8. A სიმრავლეს ეწოდება ჰიპერიმუნური თუ არ არსებობს ისეთი f რეკურ-

სიული ფუნქცია, რომ

(1) (∀x)(∀y)(x ̸= y ⇒ Df(x) ∩Df(y) = ∅)

(1) (∀x)(Df(x) ∩A ̸= ∅)

(3) (∀x)|Df(x)| < ∞

განსაზღვრება 1.9. რეკურსიულად გადათვლადA სიმრავლეს ეწოდება ჰიპერმარტივითუA

ჰიპერიმუნურია

განსაზღვრება 1.10. სასრულ სიმრავლეთა მიმდევრობას {Fn}n∈ω ეწოდება სუსტი მიმდევრო-

ბა თუ არსებობს, ისეთი რეკურსიული ფუნქცია f , რომ

Fn = Wf(n), ყოველი n ∈ ω

სადაცWu არის რ.გ. სიმრავლე, რომლის გეოდელის ინდექსია u

განსაზღვრება 1.11. A სიმრავლეს ეწოდება ჰიპერჰიპერიმუნური თუ არ არსებობს ისეთი f

რეკურსიული ფუნქცია, რომ

(1) (∀x)(∀y)(x ̸= y ⇒ Wf(x) ∩Wf(y) = ∅)

(2) (∀x)(Wf(x) ∩A ̸= ∅)

(3) (∀x)|Wf(x)| < ∞

განსაზღვრება 1.12. რეკურსიულად გადათვლად A სიმრავლეს ეწოდება ჰიპერჰიპერმარტი-

ვი თუ A ჰიპერჰიპერიმუნურია

განსაზღვრება 1.13. M სიმრავლეს ეწოდება მაქსიმალური თუM კოჰესიურია

განსაზღვრება 1.14. A სიმრავლე კოჰესიურიათუ არ არსებობს რ.გ.W სიმრავლე, ისეთი, რომ

|W ∩A| =
∣∣W ∩A

∣∣ = ∞

წინადადება 1.1. (ფრიდბერგი) მაქსიმალური სიმრავლე ჰიპერჰიპერმარტივია
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დამტკიცება. ვთქვათM მაქსიმალურიადა არაა ჰიპერჰიპერმარტივი, მაშინ იარსებებს წყვილ-

წყვილადთანაუკვეთი სუსტი მიმდევრობა {Wf(x)}x∈ω ისეთი რომ ყოველი x-ისთვის ω-დან

Wf(x) ∩M ̸= ∅

გამოვყოთლუწ ინდექსიანი ქვემიმდევრობა, ანუ

A =
⋃
x∈ω

Wf(2x)

A უსასრულო რ.გ სიმრავლეა და A∩M დაA∩M არის უსასრულო. რაც ეწინააღმდეგება

M-ის მაქსიმალურობას.

თეორემა 1.15. A არის ჰიპერჰიპერმარტივი მაშინდა მხოლოდმაშინ,თუის არის კო-უსასრულო

რეკურსიულად გადათვლადი სიმრავლე, და არ არსებობს რეკურსიული ფუნქცია f ისეთი,

რომ

(1) x ̸= y ⇒ Wf(x) ∩Wf(y) ∩A = ∅

(2) Wf(x) ∩A ̸= ∅

დამტკიცება. დავუშვათ ასეთი f არსებობს. პირველ რიგში ავაგოთ g რეკურსიული ფუნ-

ქცია, თვისებებით:

(1) x ̸= y ⇒ Wg(x) ∩Wg(y) = ∅

(2) Wg(x) ∩A ̸= ∅

ამისათვის განვსაზღვროთ შემდეგი პროცედურა ეტაპობრივად:

ეტაპი 0:Wg(0)-ს მივანიჭოთ პირველი ელემენტიWf(0) გადათვლიდან.

ეტაპი (s > 0): გადავთვალოთ Wf(0),s, . . .Wf(s),s ერთდროულად და ელემენტი Wf(x)-

დან გადავცეთWg(x), თუ სხვაWg(y)-ში ჯერ კიდევ არ გადაგვიცია

მაშასადამე, x ̸= y,Wg(x) ∩Wg(y) = ∅და ვინაიდან,Wf(x) ∩A ̸= ∅, გვექნება, რომ

Wg(x) ∩A ̸= ∅, ვინაიდან A-ზეWf(x)-ები თანაუკვეთები არიან.

შემდეგ ავაგოთ h რეკურსიული ფუნქცია g-ზე დაყრდნობით, ისეთი, რომ ყოველი x-

ისთვის მივიღოთ Wh(x) სასრული. ანალოგიურად დავიწყოთ ეტაპობრივად Wg(x) და A-ს

გადათვლა, თითოეულ ეტაპზე Wg(x)-ის ელემენტი გადავცეთ Wh(x)-ში, თუ არ არსებობს z

რომელიც დაგენერირდა Wh(x) და ჯერ კიდევ არ შეგვხვედრია A-ს გადათვლაში. (ეს არის
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დროებითი შეზღუდვა, რომელიც შემდგომ ეტაპებზე შესაძლოა მოიხსნას, თუ zდაგენერირ-

დება A -ში.) ვინაიდან Wg(x) ∩ A ̸= ∅, როგორც კი თანაკვეთის პირველივე ელემენტი დაგე-

ნერირდება Wh(x)-ში, პროცედურა ჩერდება. მაშასადამე, Wh(x) სასრულია. მაგრამ ვინაიდან

ასეთი ელემენტი გადაეცაWh(x)-ს, მაშასადამე,Wh(x) ∩A ̸= ∅.

განსაზღვრება 1.16. A სიმრავლე არის Q-სრული მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ K ≤Q A

თეორემა 1.17. ჰიპერჰიპერმარტივი სიმრავლე არაა Q-სრული.

დამტკიცება. დავუშვათ, რომ A არის Q-სრული სიმრავლე, და x ∈ K ⇐⇒ Wg(x) ⊆ A. ზო-

გადობის შეუზღუდავად ვიგულისხმოთ რომWg(x) სასრულია.

ვაჩვენოთ, რომ A არაა ჰიპერჰიპერმარტივი. ავაგოთ f რეკურსიული ფუნქცია შემდეგნაი-

რად, დავუშვათ, რომ უკვე გვაქვს აგებული Wf(0), . . . ,Wf(n), სასრული სიმრავლეები. და

გვინდა, რომ ავაგოთWf(n+1) სასრული ისეთი, რომ

(1) Wf(n+1) ∩A ̸= ∅

(2) Wf(n+1) ∩

( ⋃
i≤n

Wf(i)

)
= ∅

განვსაზღვროთ რ.გ. სიმრავლე B ⊆ K ისეთი, რომ

x ∈ B ⇒ Wg(x) ∩

⋃
i≤n

Wf(i)

 = ∅.

ვინაიდან B რ.გ. სიმრავლეა, მაშასადამე, (∃a)(a ∈ ω)(B = Wa), და მაშასადამე:

B = Wa ⊆ K ⇒ a ∈ K −B,

განვსაზღვროთ f(n + 1) = g(a), ვინაიდან Wg(a) ∩ A ̸= ∅. მაშასადამე, ორივე პირობა იქნება

დაკმაყოფილებული.

ასევე იმისათვის, რომ B ⊆ K უნდა შესრულდეს შემდეგი პირობა:

x ∈ B ⇒ Wg(x) ∩A ̸= ∅.

ყოველივე ამის გათვალისწინებით B-ს განვსაზღვრავთ შემდეგნაირად

x ∈ B ⇐⇒ Wg(x) ∩A ∩

⋃
i≤n

Wf(i)

 ̸= ∅.

ეს გვაძლევს სიმრავლეთა თანაუკვეთ მიმდევრობასA-ზე და თეორემა 1.15-ის თანახმად

A არაა ჰიპერჰიპერმარტივი. ვინაიდან A არაა რეკურსიულად გადათვლადი, გვექნება, რომ

x ∈ B ⇐⇒ (∃s ≥ x)

Wg(x),s ∩As ∩

⋃
i≤n

Wf(i),s

 ̸= ∅

 .
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s ≥ x ვინაიდან,
⋃
i≤n

wf(i) სასრულია, და შესაბამისად საკმარისად დიდი x ისათვის (და

ანალოგიურად s-ისთვის) ჭეშმარიტი იქნება, რომ x არის K-ში, როდესაც x არის B-ში. ვი-

ნაიდან იარსებებს ეტაპი s0, რომ სასრული სიმრავლის A ∩

( ⋃
i≤n

Wf(i)

)
ყველა ელემენტი

დაგენერირებულია, და ყოველი s ≥ s0-ისთვის, As ∩

( ⋃
i≤n

Wf(i),s

)
-ის ყველა ელემენტი არ

იქნება A-ში, და, მაშასადამე, იქნება A ∩

( ⋃
i≤n

Wf(i)

)
-ში.

ე.ი, ყოველი x ≥ s0-ისთვის , თუ x არის B-ში, მაშინ ის არისWg(x) ∩A ∩

( ⋃
i≤n

Wf(i)

)
-ში,

და, მაშასადამე, ის არის K-ში, ვიანიდან Wg(x) ∩ A ̸= ∅. საიდანაც გვექნება, რომ თითქმის

ყველა x-ისთვის B ⊆ K.

ვინაიდანB რეკურსიულად გადათვლადია, იარსებებს ისეთი ინდექსი a0, რომB = Wa0 .

თუ a0 ∈ B მაშინ, K-ს განსაზღვრების თანახმად, a0 ∈ K, რაც გვჭირდებოდა, მაგრამ თუ

a0 ∈ B მაშინ განვიხილოთ Wa1 = B − {a0}, და ვნახოთ თუ a1 ∈ Wa1 , და ა.შ. მაშასა-

დამე გვექნება სასრული მიმდევრობა a0, a1, . . . და იარსებებს an0 ̸∈ Wn0 . განვსაზღვროთ

Wf(n+1) =
⋃
Wg(an0 )

, რისი მიღწევაც გვინდოდა, და მაშასადამე A არაა ჰიპერჰიპერმარტი-

ვი.

თეორემა 1.18. კო-უსასრულო რ.გ. სიმრავლე A არის ჰიპერჰიპერმარტივი, მაშინ და მხო-

ლოდ მაშინ, თუ არ არსებობს Q-სრული სიმრავლე B ისეთი, რომ A ⊆ B.

დამტკიცება. თუ A ⊆ B არის ჰიპერჰიპერმარტივი, მაშინ B არის ჰიპერჰიპერმარტივი ან

კო-უსასრულო, და მაშასადამე არაა Q-სრული.

თუ A არაა ჰიპერჰიპერმარტივი, მაშინ არსებობს f რეკურსიული ფუნქცია, ისეთი, რომ

(1) x ̸= y ⇒ Wf(x) ∩Wf(y) ∩A = ∅

(2) Wf(x) ∩A ̸= ∅

მაშასადამე

B = A ∪

(⋃
x∈K

Wf(x)

)
და B არის Q-სრული, და მოიცავს A-ს.

თეორემა 1.19. მაქსიმალური M სიმრავლის Q-ხარისხში არსებობს უმცირესი m-ხარისხი,

რომელიცაა degm(M). ე.ი გვაქვს, რომM ≡Q A ⇒ M ≤m A, სადაცA ნებისმიერი სიმრავლეა.

(იხ. [3])

განსაზღვრება 1.20. არითმეტიკული იერარქია
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(1) სიმრავლე A არის Σ0(Π0) მაშინ და მხოლოდ მაშინ, თუ A რეკურსიულია

(2) ყოველი n ≥ 1, A არის Σ0
n-ში (ჩავწერთ A ∈ Σ0

n), თუ არსებობს ისეთი რეკურსიული

მიმართება R(x, y1, y2, . . . , yn), რომ

x ∈ A ⇐⇒ (∃y1)(∀y2) . . . (Qyn)R(x, y1, y2, . . . , yn),

სადაც Q არის ∀ თუ n კენტია, ∃-როდესაც ლუწია. ანალოგიურად A ∈ Π0
n, თუ

x ∈ A ⇐⇒ (∀y1)(∃y2) . . . (Qyn)R(x, y1, y2, . . . , yn),

სადაც Q არის ∃ თუ n კენტია, ∀-როდესაც ლუწია.

(3) A ∈ ∆n თუ A ∈ Σ0
n ∩Π0

n

(4) A ეწოდება არითმეტიკული თუ A ∈
⋃
n

(
Σ0
n ∪Π0

n

)
თეორემა 1.21. (იხ. [9, III.4.3 p. 282]) არსებობს უმცირესი Q ხარისხი, რომელიც შეიცავს ყვე-

ლა Π0
1 სიმრავლეს

დამტკიცება. თუ A ∈ Π0
1 და B ̸= ω ნებისმიერი სიმრავლეა და b ∈ B რაიმე ფიქსირებული

წერტილია, განვსაზღვროთ რეკურსიული f ფუნქცია შემდეგნაირად:

Wf(x) =


{b}, თუ x /∈ A

∅, წინააღმდეგ შემთხვევაში

მაშასადამე, x ∈ A ⇔ Wf(x) ⊆ B

ე.ი. A ≤Q B.
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2 მაქსიმალური სიმრავლის მთავარი ქვესიმრავლეები და Q1 დაყვა-

ნადობა

ამ პარაგრაფში ჩვენ შევისწავლით მაქსიმალური სიმრავლის მთავარი ქვესიმრავლის ზოგი-

ერთ თვისებას.

რეკურსიულად გადათვლად სიმრავლეს A ⊆ B ეწოდება მთავარი თუ B\A უსასრულოა

და ყველა რეკურსიულად გადათვლადიW სიმრავლისთვის

B ⊆∗ W ⇒ A ⊆∗ W

ლახლანმა [10] აჩვენა, რომ ყველა არარეკურსიულ, რეკურსიულად გადათვლას სიმრავ-

ლეს აქვს მთავარი ქვესიმრავლე.

განსაზღვრება 2.1. A არისQ1 დაყვანადიB-ზე (A ≤Q1 B) თუ არსებობს ისეთირეკურსიული

ფუნქცია f , რომ ყოველი x-ისთვის ω-დან

(1) x ∈ A ⇔ Wf(x) ⊆ B

(2) x ̸= y ⇒ Wf(x) ∩Wf(y) = ∅

თეორემა 2.2. ჰიპერჰიპერმარტივი სიმრავლისQ-ხარისხი შეიცავსუსასრულოQ1-ხარისხებს,

წრფივად დალაგებულს ≤Q1-ით, რომლის ტიპი ემთხვევა Z-ს

ჩამოვაყალიბოთ შემდეგი ლემა

ლემა 2.3. ვთქვათ Aდა B რ.გ. სიმრავლეა ისეთი, რომ

B = A ∪ {m}

სადაცm ∈ A. მაშინ

(I) A ჰიპერჰიპერმარტივია მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როდესაც B ჰიპერჰიპერმარტივია.

(II) თუ A ჰიპერჰიპერმარტივია

B ≤Q1 A და A ≤m B და A ̸≤Q1 B.

დამტკიცება. (I) ნაწილი პირდაპირ გამომდინარეობს ლალხანის ჰიპერჰიპერმარტივი სიმ-

რავლეების დახასიათებიდან (იხ. [2] თეორემა 12.XX)

ვაჩვენოთ (II) ნაწილი. B ≤Q1 A და A ≤m B დაყვანადობა ნაჩვენებია ზემოხსენებულ

დეკერის თეორემაში,m-ხარისხებზე.
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დავუშვათ, რომ A ≤Q1 B რეკურსიული f ფუნქციით, ე.ი. ყოველი xდა y-ისთვის,

x ∈ A ⇐⇒ Wf(x) ⊆ B

და

x ̸= y ⇒ Wf(x) ∩Wf(y) = ∅.

ჩვენ განვსაზღვრავთ რეკურსიულ ფუნქცია g-ს ინდუქციით, შემდეგნაირად

Wg(0) = Wf(m) \ {m},

Wg(n+1) =
⋃

i∈Wg(n)\{m}

Wf(i).

და ვაჩვენებთ, რომ ყოველი xდა y-ისთვის,

x ̸= y ⇒ Wg(x) ∩Wg(y) = ∅.

g-ს განსაზღვრების თანახმად ჭეშმარიტია, რომ ყოველი i > 0,Wg(i) ∩Wg(0) = ∅

დავუშვათ, რომ ყოველი i, 0 ≤ i < n,

Wg(i) ∩Wg(n) = ∅

და ვაჩვენოთ, რომ k, 0 ≤ k ≤ n,

Wg(k) ∩Wg(n+1) = ∅.

ვთქვათ, რომელიღაც k, 0 < k ≤ nდა გვაქვს, რომ:

Wg(k) ∩Wg(n+1) ̸= ∅,

მაშინ,  ⋃
i∈Wg(k−1) i ̸=m

Wf(i)

 ∩

 ⋃
i∈Wg(n) i ̸=m

Wf(i)

 ̸= ∅.

ვინაიდან, ყოველი xდა y-ისთვის,

x ̸= y ⇒ Wf(x) ∩Wf(y) = ∅,

მაშასადამე გვექნება, რომ

(∃i)
(
i ∈ Wg(n) ∩Wg(k−1)

)
,

მივიღეთ წინააღმდეგობა. ე.ი. ყოველი xდა y-ისთვის,

x ̸= y ⇒ Wg(x) ∩Wg(y) = ∅.
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ახლა ვაჩვენოთ, რომ ყოველი x-ისთვის,

Wg(x) ∩B ̸= ∅.

n = 0-ისთვის გვაქვს, რომ

Wg(0) ∩B = Wf(m) ∩B ̸= ∅.

დავუშვათWg(n) ∩ B ̸= ∅. მაშინ არსებობს x ∈ Wg(n) ∩ B და g განსაზღვრების თანახმად,

გვექნება, რომ

Wg(n+1) ∩B ⊇ Wf(x) ∩B ̸= ∅.

მაშასადამე {Wg(x)}x∈ω არის წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი სასრულ სიმრავლეთა მიმ-

დევრობა, რომელიც აჩვენებს, რომ B არაა ჰიპერჰიპერმარტივი, მივიღეთ წინააღმდეგობა.

ვთქვათ A ჰიპერჰიპერმარტივი სიმრავლეა. {a0, a1, . . .} იყოს A-ს უსასრულო ქვესიმრავ-

ლე და {b0, b1, . . .} A-ის უსასრულო ქვესიმრავლე. მაშინ, ლემა 2.3-ის თანახმად

. . . , A ∪ {b0, b1}, A ∪ {b0}, A,A \ {a0}, A \ {a0, a1}, . . .

რაც გვაძლევს Q1-ხარისხების წრფივ დალაგებას Z-ტიპით. ასევე, (I)-ის თანახმად ყოველი

Q1-ხარისხი შეიცავს მხოლოდ ჰიპერჰიპერმარტივ სიმრავლეებს.

თეორემა 2.4. თუ M მაქსიმალური სიმრავლეა, A მისი მთავარი ქვესიმრავლე და B, C ნე-

ბისმიერი სიმრავლეებია და

B ≤Q1 M\A, C ≤Q1 M\A, M\A ≤Q1 B ⊕ C

მაშინM\A ≤m B ანM\A ≤m C

დამტკიცება. ვთქვათM,A,B,C აკმაყოფილებს თეორემის პირობებს, და

g : B ≤Q1 M\A

h : C ≤Q1 M\A

f : M\A ≤Q1 B ⊕ C

ლემა 2.5. თუ A ⊆ M მთავარი ქვესიმრავლეა M მაქსიმალური სიმრავლის, მაშინ ყოველი

ნაწილობრივად რეკურსიული φ ფუნქციისთვის, რომლისთვისაც φ(M) ∩ M უსასრულოა,

სამართლიანია

φ(M) ⊆∗ M და {x : x ∈ M & φ(x) ∈ M & φ(x) ̸= x} სასრულია
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დამტკიცება. დავუშვათ φ ნაწილობრივად რეკურსიული ფუნქციაა და φ(M) ∩M უსასრუ-

ლოა. კობზევმა [11] აჩვენა, რომ r-მაქსიმალური სიმრავლისთვის და ყოველი რეკურსიული

ფუნქცია h-ისთვის

{h(x) : x ∈ M & h(x) ∈ M & h(x) ̸= x} − სასრულია.

კობზევის შედეგით და ჩვენი დაშვებებით გვექნება, რომ

|{φ(x) : x ∈ M & φ(x) ∈ M & φ(x) = x}| = ∞.

თუ დავუშვებთ, რომ

|{x : x ∈ M & φ(x) ∈ M & φ(x) ̸= x}| = ∞

მივიღებთ წინააღმდეგობას, ვინაიდან რეკურსიული სიმრავლეები

{x : φ(x) = x}, {x : φ(x) ̸= x}

გახლეჩსM-ს ორ უსასრულო ნაწილად.

მაშასადამე, ყოველი ნაწილობრივად რეკურსიული ფუნქცია φ-ისთვის, თუ φ(M) ∩ M

უსასრულოა, მაშინ

{x : x ∈ M & φ(x) ∈ M & φ(x) ̸= x} − სასრულია.

ასევე, თუ φ(M) ∩M უსასრულოა და დავუშვებთ, რომ

{x : x ∈ M & φ(x) /∈ M}

უსასრულოა, მაშინ გვექნება, რომ

{x : x ∈ M & φ(x) ̸= x}

უსასრულოა და ისევ, რეკურსიულად გადათვლადი სიმრავლეები

{x : φ(x) = x}, {x : φ(x) ̸= x}

გახლეჩსM-ს ორ უსასრულო ნაწილად. მაშასადამე,

{x : x ∈ M & φ(x) ̸= x} სასრულია

და φ(M) ⊆∗ M.

ლემა 2.6. თუ A ⊆ M მთავარი ქვესიმრავლეა M მაქსიმალური სიმრავლის, მაშინ ყოველი

ნაწილობრივად რეკურსიული φ ფუნქცია, რომლისთვისაც φ(M) ∩ M უსასრულოა სამარ-

თლიანია
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1. {x : x ∈ M & φ(x) ∈ M & φ(x) ̸= x} სასრულია.

2. {x : x ∈ M\A & φ(x) ∈ M\A & φ(x) ̸= x} სასრულია.

3. φ(M\A) ⊆∗ M \ A.

დამტკიცება.

(1) პირდაპირი შედეგია ლემა 2.5-ის.

(2) ვინაიდან φ ნაწილობრივად რეკურსიულია და φ(M) ∩M უსასრულოა, მაშინ (1)-დან

გვაქვს, რომ თითქმის ყველა x-სთვის, φ(x) = x. მაშასადამე, W = {x : φ(x) = x}

რეკურსიულად გადათვლადია და M ⊂∗ W ⇒ A ⊆∗ W ⇒ M\A ⊆∗ W . ე.ი თითქმის

ყველა x ∈ M\A-სთვის, φ(x) = x.

(3) შედეგი პირდაპირ (1) და (2)-დან.

შედეგი 2.7. თუM მაქსიმალური სიმრავლეა და A მისი მთავარი ქვესიმრავლეა, მაშინ თით-

ქმის ყველგან განსაზღვრული ნაწილობრივად რეკურსიული φ ფუნქციისთვის, თუ φ(M) ∩

M უსასრულოა, მაშინ φ(M) ⊆∗ M და

1. {x : x ∈ M & φ(x) ∈ M & φ(x) ̸= x} სასრულია.

2. {x : x ∈ M\A & φ(x) ∈ M\Aφ(x) ̸= x} სასრულია.

3. φ(M\A) ⊆∗ M \ A.

ლემა 2.8. B ̸∈ Π0
1 ან C ̸∈ Π0

1

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ B ∈ Π0
1 და C ∈ Π0

1, მაშინ B ⊕ C ∈ Π0
1 და

თეორემის პირობებით გვაქვს, რომ

B ≤Q1 M\A ≤Q1 B ⊕ C

ე.იM\A ≡Q B ⊕ C ⇒ M\A ∈ Π0
1 (თეორემა 1.21). მაგრამ გვექნება, რომ

M\A ⊆∗ M ⇒ M\A ⊆∗ M\A

რაც შეუძლებელია, მივიღეთ წინააღმდეგობა.

ზოგადობის შეუზღუდავად, დავუშვათ, რომ B ̸∈ Π0
1.

ლემა 2.9. M ⊆∗ ⋃
x∈B

Wg(x)
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დამტკიცება. დავუშვათ, რომ

R = M ∩

⋃
x∈B

Wg(x)


თუ R სასრულია, მაშინ

x ∈ B ⇐⇒ Wg(x) ∩ (A ∪R) ̸= ∅

ე.ი B არის რ.გ. და B ∈ Π0
1 რაც შეუძლებელია დაშვების ძალით. ე.ი ვაჩვენეთ, რომ R არის

უსასრულო. მარტივი შესამჩნევია, რომ

R = M ∩

⋃
x∈B

Wg(x)

 = M ∩

(⋃
x∈ω

Wg(x)

)

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ, თუM ̸⊆∗ ⋃
x∈B

Wg(x)

მაშინ რ.გ. სიმრავლე
( ⋃

x∈ω
Wg(x)

)
გახლეჩს M-ს ორ უსასრულო ნაწილად. მივიღეთ წი-

ნააღმდეგობა.

განსაზღვრება 2.10.

D = {y : y ∈ B &Wg(y) ∩M ̸= ∅ &Wg(y) ∩A = ∅}

ლემა 2.11. D სიმრავლე არის უსასრულო.

დამტკიცება. დავუშვათ D სასრულია, მაშინ თითქმის ყველა y-ისთვის, გვექნება:

y ∈ B ⇐⇒ Wg(y) ∩A ̸= ∅

ე.იB არის რ.გ. დაB ∈ Π0
1 რაც შეუძლებელია. მაშასადამეD არის უსასრულო სიმრავლე.

ვინაიდან D უსასრულოა, მაშინ

G =

⋃
y∈D

Wg(y)

 ∩M

უსასრულოა, და ასევე, ⋃
y∈G

Wf(y)

 ∩B ⊕ C

უსასრულოა და ყოველი x, y-ისთვის,

x ̸= y ⇒ Wf(x) ∩Wf(y) = ∅

საიდანაც გვექნება, რომ
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I. {x : x ∈ G & (∃z)(∃k)(z ∈ Wf(x) ∩B ⊕ C & z = 2k)} უსასრულოა, ან

II. {x : x ∈ G & (∃z)(∃k)(z ∈ Wf(x) ∩B ⊕ C & z = 2k + 1)} უსასრულოა.

დავუშვათ, რომ (I) სრულდება ( (II) არის ანალოგიური) და განვსაზღვროთ ნაწილობრი-

ვად რეკურსიული ფუნქცია φ შემდეგნაირად, გამოვთვალოთ {Wg(i)}i∈ω და {Wf(j)}j∈ω ერ-

თდროულად, და მოცემული z-ისთვის ვეძებოთ უმცირესი x, y (თუ ასეთი არსებობს), რომ

z ∈ Wg(y) & u ∈ Wf(x) & u = 2y

თუ ასეთი x, y ვიპოვეთ, მაშინ განვსაზღვროთ φ(z) = x.

ლემა 2.12. φ(M) ∩M უსასრულოა.

დამტკიცება. დაშვების თანახმად (I) ჭეშმარიტია და ყოველი x, y-ისთვის:

x ̸= y ⇒ Wf(x) ∩Wf(y) = ∅

ასევე G განსაზღვრებიდან გვაქვს, რომ(⋃
i∈A

Wf(i)

)
∩

⋃
j∈G

Wf(j)

 = ∅

მაშასადამე, ლემა 2.11-ის თანახმად, უსასრულოდ ბევრი z ∈ M-ისთვის, არსებობს y ∈ B და

x ∈ M ისეთი, რომ

z ∈ Wg(y) & 2y ∈ Wf(x) &Wg(y) ∈ A = ∅

მაშასადამე, φ-ის განსაზღვრებით გვექნება, რომ φ(M) ∩M უსასრულოა.

ლემა 2.13. M ⊆∗ domφ

დამტკიცება. ლემა 2.12 -ის თანახმად φ(M) ∩M უსასრულოა. მაშასადამე, domφ ∩M უსას-

რულოა და ვინაიდან domφ რეკურსიულად გადათვლადია და M კოჰესიურია, მაშინ M ⊆∗

domφ.

შედეგი 2.14. M\A ⊆∗ domφ

ჩვენ განვსაზღვრავთ ნაწილობრივად რეკურსიულ ფუნქციას φ̃ პროცედურულად. გა-

მოვთვალოთ A, φ(z)და გავაჩეროთ პროცესი მყისიერად შემდეგ შემთხვევებში:

(I) თუ z გამოჩნდება A-ს გადათვლაში, მაშინ შევაჩეროთ პროცედურა და განვსაზღვროთ

φ̃(z) = b, სადაც b არის B-ს რომელიმე ფიქსირებული ელემენტი

(II) თუ φ(z) გამოთვლა შეწყდება, მაშინ განვსაზღვროთ φ̃(z) = φ(z)

19



ლემა 2.13-ის და შედეგი 2.14-ის თანახმად φ̃ განსაზღვრულია თითქმის

ყველა z ∈ ω და ლემა 2.12-ის თანახმად φ̃(M) ∩M უსასრულოა. მაშინ შედეგი 2.7-იდან,

{x : x ∈ M & φ̃(x) ∈ M & φ̃(x) ̸= x}

სასრულია. და

{x : x ∈ M\A & φ̃(x) ∈ M\A & φ̃(x) ̸= x}

სასრულია. მაშასადამე, თითქმის ყველა x ∈ A-სთვის φ̃(x) განსაზღვრულია დალემა 2.5-ით

ტოლია x-ის. ვინაიდან φ(M) ⊆∗ M და φ(M\A) ⊆∗ M\A, და φ̃ განსაზღვრების თანახმად,

არსებობს უნიკალური y ისეთი, რომ

x ∈ Wg(y) & u = 2y & u ∈ Wf(x)

მაშინ თითქმის ყველა x-ისთვის გვექნება, რომ

x ∈ M ⇒ x ∈ Wg(y) & u = 2y & u ∈ Wf(x) ⇒ y ∈ B

x ∈ M\A ⇒ x ∈ Wg(y) & u = 2y & u ∈ Wf(x) ⇒ y ∈ B

განვსაზღვროთ,

E = (M\A)\{x : (∃y)(∃u)(u ∈ Wf(x) & u = 2y & x ∈ Wg(y))}

F = M\{x : (∃y)(∃u)(u ∈ Wf(x) & u = 2y & x ∈ Wg(y))}

E,F სასრული სიმრავლეებია.

ჩვენ განვსაზღვრავთ რეკურსიულ ფუნქცია h, რომელიც m-დაიყვანს M\A-ს B-ზე შემ-

დეგნაირად. დავუშვათ h უკვე განსაზღვრულია ყველა n < x-ისთვის და n ∈ M\A ⇐⇒

h(n) ∈ B. გადავთვალოთ A ∪ F,E, {Wf(j)}j∈ω, {Wg(i)}i∈ω ერთდროულად და შევწყვიტოთ

პროცესი მყისიერად, როდესაც დაფიქსირდება შემდეგი შემთხვევები.

1 თუ x გამოჩნდება A ∪ F -ის გადათვლაში. გავაჩეროთ პროცედურა და განვსაზღვროთ

h(x) = b, სადაც b არის B-იდან ფიქსირებული ელემენტი.

2 x ∈ Wg(y) & u = 2y & u ∈ Wf(x), მაშინ h(x) = y.

3 თუ x ∈ E, მაშინ h(x) = b, სადაც b არის B-იდან ფიქსირებული ელემენტი.

ვინაიდან

ω = A ∪ E ∪ F ∪ {x : (∃y)(∃u)(x ∈ Wg(y) & u = 2y & u ∈ Wf(x))}

მოყვანილი პროცედურა ფარავს ყველა შესაძლო შემთხვევას, საიდანაც გვაქვს, რომ

M\A ≤m B

h ფუნქციით. შემთხვევა, როცა (II) სრულდება ანალოგიურია.
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შედეგი 2.15. (ომანაძე და ჩიტატია) [12] M მაქსიმალურია, A მთავარი ქვესიმრავლეა M-ის,

B ნებისმიერი სიმრავლეა დაM\A ≡Q1 B, მაშინM\A ≤m B

დამტკიცება. თუM\A ≡Q1 B, მაშინ გვაქვს, რომ

B ≤Q1 M\A ≤Q1 B ≤Q1 B ⊕ B

მაშასადამე თეორემა 2.4-ის თანახმადM\A ≤m B.
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3 Q1,N−ხარისხში შემავალი 1−ხარისხები

განსაზღვრება 3.1. A არის Q1,N -დაყვანადი B-ზე (A ≤Q1,N
B) თუ არსებობს ისეთი რეკურ-

სიული f ფუნქცია, რომ ყოველი x, y-ისთვის:

(1) x ∈ A ⇔ Wf(x) ⊆ B

(2) x ̸= y ⇒ Wf(x) ∩Wf(y) = ∅

(3)
⋃

x∈N
Wf(x) = N

აშკარაა, რომ ≤Q1,N
რეფლექსურია, ვაჩვენოთ, რომ ის ტრანზიტულია.

ვთქვათ f : A ≤Q1,N
B და g : B ≤Q1,N

C და განვსაზღვროთ h ფუნქცია შემდეგნაირად

Wh(x) =
⋃

y∈Wf(x)

Wg(y)

წინადადება 3.2.

(1) ≤Q1,N
- რეფლექსურია

(2) ≤Q1,N
- ტრანზიტულია

დამტკიცება. რეფლექსურობა ტრივიალურია, ვაჩვენოთ ტრანზიტულობა

(1) x ∈ A ⇐⇒ Wh(x) ⊆ C

თუ x ∈ A მაშინWf(x) ⊆ B და ვინაიდან, ყოველი y ∈ Wf(x) გვაქვს, რომWg(y) ⊆ C

მაშინ გვექნება, რომ
⋃

y∈Wf(x)

Wg(y) ⊆ C, ე.იWh(x) ⊆ C

თუ x ̸∈ A მაშინWf(x) ∩B ̸= ∅, მაშასადამე იარსებებს y ∈ Wf(x) და y ∈ B

და განსაზღვრების თანახმადWg(y) ̸⊆ C საიდანაც გვექნება, რომ⋃
y∈Wf(x)

Wg(y) ̸⊆ C

ე.ი.Wh(x) ̸⊆ C

(2) x ̸= y ⇒ Wh(x) ∩Wh(y) = ∅

ვინაიდან x ̸= y მაშინWf(x) ∩Wf(y) = ∅ მაშასადამე ⋃
y∈Wf(x)

Wg(y)

⋂ ⋃
z∈Wf(y)

Wg(z)

 = ∅

ე.იWh(x) ∩Wh(y) = ∅
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(3) ⋃
x∈N

Wh(x) = N

⋃
x∈N

Wh(x) =
⋃
x∈N

 ⋃
y∈Wf(x)

Wg(y)

 =
⋃
y∈N

Wg(y) = N

განსაზღვრება 3.3. M სიმრავლეს ეწოდება r-მაქსიმალური, თუM r-კოჰესიურია

განსაზღვრება 3.4. A სიმრავლე r-კოჰესიურია, თუ არ არსებობს რეკურსიულიW სიმრავლე,

ისეთი, რომ

|W ∩A| =
∣∣W ∩A

∣∣ = ∞

თეორემა 3.5. თუM r-მაქსიმალური სიმრავლეა, A მისი მთავარი ქვესიმრავლე და B, C ნე-

ბისმიერი სიმრავლეებია და

B ≤Q1,N
M\A, C ≤Q1,N

M\A, M\A ≤Q1,N
B ⊕ C

მაშინM\A ≤m B ანM\A ≤m C

თეორემა 3.6. ვთქვათ A მაქსიმალურია და B არის r-მაქსიმალური სიმრავლე. მაშინ

A ≤Q1,N
B ≤Q A ⇒ A ≡m B.

დამტკიცება. დავუშვათთეორემის პირობები დაკმაყოფილებულია, მაშინ თეორემა 1 [3]-ის

თანახმად A ≤m B. აღსანიშნავია, რომ ამ თეორემის დამტკიცება შესაძლებელია თეორემა

1 -ის გარეშეც. ვინაიდან, თუ ვაჩვენებთ, რომ B ≤m A მაშინ იუნგის თეორემის თანახმად

B ≡m A, მაშასადამე, რომ დავამტკიცოთ თეორემა 3.6 საჭიროა, რომ ვაჩვენოთ B ≤m A

ვთქვათ f : A ≤Q1,N
Bდა g : B ≤Q1,N

A.ვინაიდანAდაB რეკურსიულადგადათვლადია,

ზოგადობის შეუზღუდავად შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ

(∃f1 ზოგად რეკურსიული ფუნქცია )(∀x)
(
Wf1(x) = B ∪Wf(x)

)
,

(∃g1 ზოგად რეკურსიული ფუნქცია )(∀x)(
(
x ∈ B ⇐⇒ Wg1(x) ⊆ A)

)
&
(
x ∈ B ⇒ |Wg1(x) ∩A| < ∞) &A ⊆ Wg1(x)

)
.

საიდანაც მივიღებთ, რომ

⋃
x∈ω

Wf1(x) =
∗ ω და

⋃
x∈ω

Wg1(x) =
∗ ω.
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განვსაზღვროთ ნაწილობრივი რეკურსიული ფუნქცია φ შემდეგნაირად: გადავთვალოთ

ერთდროულად {Wf(i)}i∈ω, {Wg1(j)}j∈ω და ყოველი z-ისთვის, მოვძებნოთ (თუ ასეთი არსე-

ბობს) უმცირესი x, y ისეთი, რომ

z ∈ Wf(y) & y ∈ Wg1(x).

თუ ასეთი xდა y აღმოვაჩინეთ, მაშინ გავუტოლოთ φ(z) = x. აშკარაა, რომ თუ z ∈ B და

φ(z) განსაზღვრულია, მაშინ φ(z) ∈ B.

ლემა 3.7. |φ(B)| = ∞.

დამტკიცება. ვინაიდან
⋃
i∈ω

Wg(i) რეკურსიულია და ასევე გვაქვს პირობა:

(∀x)(∀y)(x ̸= y ⇒ Wg(x) ∩Wg(y) = ∅)

ჭეშმარიტია, რომ (∀i)(Wg(i) რეკურსიულია).

ვაჩვენოთ, რომ (∀x)(|Wg(x) ∩B| < ∞), და მაშასადამე,

(∀x)
(
|Wg1(x) ∩B| < ∞

)
. (1)

დავუშვათ საწინააღმდეგო

(∃x1)
(
|Wg1(x) ∩B| = ∞

)
. (2)

მაშინ A-ის არარეკურსიულობით

∣∣B \ (Wg1(x) ∩A)
∣∣ = ∞. (3)

ე.ი. (2)და (3)-დან ვიღებთწინააღმდეგობას, ვინაიდანB r-მაქსიმალურიადა სიმრავლეWg1(x)

რეკურსიულია.

პირობა (1) ჭეშმარიტია, და ფუნქცია φ-ის განსაზღვრებიდან მარტივი დასანახია, რომ

|φ(B)| = ∞.

ე.ი. φ განსაზღვრულია ყველა ნატურალურ რიცხვზე, φ(B) ⊆ B და |φ(B)| = ∞. შედე-

გი 2.7-იდან გვექნება, რომ

∣∣{x : x ∈ B & φ(x) განსაზღვრულია & φ(x) ̸= x}
∣∣ < ∞.

მაშასადამე, ყოველი x-ისთვის გვექნება, რომ

x ∈ B ⇒
∣∣{y : y ∈ Wf1(x) & x ∈ Wg1(y)

}∣∣ = 1.
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მაშასადამე, თითქმის ყოველი x-სთვის

x ∈ B ⇒ x ∈ Wg1(y) & y ∈ Wf1(x) ⇒ y ∈ A,

x ∈ B ⇒ x ∈ Wg1(y) & y ∈ Wf1(x) ⇒ y ∈ A.

ყოველი x-ისთვის f̃(x) იყოს პირველი ელემენტი {y : y ∈ Wf1(x) & x ∈ Wg1(y)}-ის გა-

დათვლაში. ხოლო, f̃-ის დახმარებით შესაძლებელია კონსტრუქტირება ზოგად რეკურსიუ-

ლი ფუნქციის, რომელიც სიმრავლე B-სm-დაიყვანს A-ზე.

თეორემა 3.8. თუM1 დაM2 r-მაქსიმალური სიმრავლეა დაM0
1 ,M

1
1 დაM0

2 ,M
1
2 არატრივი-

ალური დაყოფააM1-ისა დაM2-ის. მაშინ

M0
1 ≡Q1,N

M0
2 ⇐⇒ M0

1 ≡1 M
0
2 .

დამტკიცება. თეორემის პირობების თანახმად დავუშვათ, რომ M1 და M2 r-მაქსიმალური

სიმრავლეა, M0
1 ,M

1
1 და M0

2 ,M
1
2 არატრივიალური დაყოფაა M1-ის და M2-ის, და M0

1 ≤Q1,N

M0
2 რეკურსიული f ფუნქციით,M0

2 ≤Q1,N
M0

1 რეკურსიული g ფუნქციით. განვსაზღვროთ

P1 =
⋃

y∈M1
1

Wf(x) და P2 =
⋃

y∈M1
2

Wg(y).

ლემა 3.9. სიმრავლეები

1.

( ⋃
x∈M2\P1

Wg(x)

)
∩M1,

2.

( ⋃
x∈M1\P2

Wf(x)

)
∩M2,

უსასრულოა.

დამტკიცება. (1) ვთქვათR =

( ⋃
x∈M2\P1

Wg(x)

)
∩M1 სასრული სიმრავლეა. განვიხილოთრ.გ.

სიმრავლე

A = {y : y ∈ P1 ∪M1
2 დაWg(y) ∩M1

1 ̸= ∅}.

მაშასადამე,

x ∈ (M2 \ P1) ∪A ⇐⇒ Wg(x) ∩ (M1
1 ∪R) ̸= ∅,

ე.ი. (M2 \ P1)∪Aრ.გ, და აქედან გამომდინარეობს, რომ (M2\P1)∪A∪M1
2 რ.გ სიმრავლეა.

თუ P1 ∩M2 სასრულია, მაშინ

M1
2 ∪M2 =

∗ (M2 \ P1) ∪A ∪M1
2 ,

ე.იM1
2 ∪M2 რ.გ. სიმრავლეა, რაც შეუძლებელია მივიღეთ წინააღმდეგობა
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თუ P1 ∩ M2 უსასრულოა, მაშინ (P1 ∩ M2) \ A სიმრავლეც უსასრულოა. ვინაიდან, თუ

B = (P1 ∩M2) \ A სასრულია, მაშინ

(M2 \ P1) ∪B ∪A ∪M1
2 = M2 ∪M1

2

და, ანალოგიურად მივიღებთ, რომM2 ∪M1
2 რ.გ. სიმრავლეა, რაც შეუძლებელია. მაშასა-

დამე, თუM2 ∩P1 უსასრულოა და R სასრულია, მაშინ (M2 ∩P1) \A უსასრულო სიმრავლეა.

განვსაზღვროთ L1 = (M2 \P1)∪A∪M2 და L2 = P1∪M2. რ.გ. სიმრავლეების რედუქციის

პრინციპის თანახმად L1 და L2 სიმრავლეებისთვის იარსებეს რ.გ. სიმრავლე L1
1 ⊆ L1 და

L2
1 ⊆ L2 ისეთი, რომ L1

1 ∩ L2
1 = ∅, L1

1 ∪ L2
1 = L1 ∪ L2. აშკარაა, რომ L1

1 ∪ L2
1 = ω.

სიმრავლე R1 = M2 ∩

( ⋃
x∈M1

Wf(x)

)
უსასრულოა. ვინაიდან, თუ R1 სასრულია, მაშინ

x ∈ M1
1 ∪M1 ⇐⇒ Wf(x) ∩ (M1

1 ∪ P1 ∪R1) ̸= ∅,

ე.იM1
1 ∪M1 რ.გ. სიმრავლეა, რაც შეუძლებელია. აქედან გამომდინარეობს, რომM2\P1 უსას-

რულოა.M2 \P1 ⊆ L1 და (M2 ∩P1) \A ⊆ L2. მაშასადამე, რეკურსიული სიმრავლე L1
1 და L2

1

გაყოფსM2 ორ უსასრულო ნაწილად, მივიღეთ წინააღმდეგობა.

მივიღეთ, რომ R უსასრულო სიმრავლეა.

(2) მტკიცდება ანალოგიურად.

შედეგი 3.10.

M1 ⊆∗
⋃

x∈M1
2∪M2

Wg(x) და M2 ⊆∗
⋃

x∈M1
1∪M1

Wf(x).

განვსაზღვროთ ნაწილობრივად რეკურსიული φ ფუნქცია შემდეგნაირად. ერთდროუ-

ლად გადავთვალოთ M0
1 ,M

1
1 ∪

( ⋃
y∈M1

2

Wg(y)

)
, {Wf(i)}i∈ω, {Wg(j)}j∈ω და ყოველი z-ისთვის

შევაჩეროთ პროცედურა, თუ ჩამონათვალიდან ერთ-ერთი მაინც შესრულდება:

(1) z ∈ Wg(y) & y ∈ Wf(x). შევწყვიტოთ პროცედურა და განვსაზღვროთ φ(z) = x.

(2) z გამოჩნდება M0
1 -ის გადათვლაში. შევწყვიტოთ პროცედურა, განვსაზღვროთ φ(z) =

m1, სადაცm1 არისM0
1 -ის რაიმე ფიქსირებული ელემენტი.

(3) z გამოჩნდებაM1
1 ∪

( ⋃
y∈M1

2

Wg(y)

)
-ის გადათვლაში. შევწყვიტოთ პროცედურა, განვსა-

ზღვროთ φ(z) = m2, სადაცm2 არისM1
1 -ის ფიქსირებული ელემენტი.

ლემა 3.11. ყოველი x ∈ ω,Wf(x) ∩M2 დაWg(x) ∩M1 სასრული სიმრავლეებია.
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დამტკიცება. ყოველი xდა y-ისთვის

x ̸= y ⇒ Wf(x) ∩Wf(y) = ∅ (1)⋃
x∈ω

Wf(x) = ω (2)

მაშასადამე,

Wf(x) ∩

 ⋃
y∈ω,y ̸=x

Wf(x)

 = ∅

და ვინაიდანWf(x) და
⋃

y∈ω,y ̸=x

Wf(x) რ.გ. სიმრავლეებია, გვექნება, რომWf(x) რეკურსიუ-

ლია ყოველი x-ისათვის. თუ ზოგიერთი i ∈ M1-სთვის Wf(i) ∩ M2 უსასრულოა, მაშინ რე-

კურსიული სიმრავლეWf(i) გახლეჩსM2 ორ უსასრულო ნაწილად, მივიღეთ წინააღმდეგო-

ბა. მაშასადამე,Wf(i) ∩M2 სასრულია ყოველი i ∈ M1-ისათვის.

ანალოგურად ვაჩვენებთ, რომWg(x) ∩M1 სასრულია.

მაშასადამე, φ განსაზღვრულია თითქმის ყველგან.

ლემა 3.12. φ(M1) ∩M1 უსასრულოა.

დამტკიცება. ყოველი x, y-ისთვის გვაქვს, რომ

x ̸= y ⇒
(
Wg(x) ∩Wg(y) = ∅ & Wf(x) ∩Wf(y) = ∅

)
.

ლემა 3.9, ლემა 3.11და შედეგი 3.10და φ განსაზღვრებისთანახმად, φ(M1)∩M1 უსასრულოა.

შედეგი 2.7-ის თანახმად, {
x : x ∈ M1 & φ(x) ̸= x

}
სასრულია, და თითქმის ყოველი x ∈ M1-ისთვის, თუ φ(x) განსაზღვრულია, მაშინ φ(x) ∈

M1. მაშასადამე, თითქმის ყოველი x ∈ M1-ისთვის, φ(x) განსაზღვრულია და ტოლია x-ის,

და, მაშასადამე, არსებობს (უნიკალური) y, ისეთი, რომ

x ∈ Wg(y) & y ∈ Wf(x).

ე.ი. თითქმის ყველა x-ისთვის

x ∈ M1 ⇒ x ∈ Wg(y) & y ∈ Wf(x) ⇒ y ∈ M2 ∪M1
2 .

განვსაზღვროთ სიმრავლე

F = M1 \
{
x : (∃y)

(
y ∈ Wf(x) & x ∈ Wg(y)

)}
.
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F სასრულია.

ჩვენ განვსაზღვრავთრეკურსიულ hფუნქციას, რომელიც სიმრავლესM0
1 1-დაიყვანსM0

2 -

ზე შემდეგნაირად. დავუშვათ h უკვე განსაზღვრულია n < x, თუ n1 ̸= n2,

მაშინ h(n1) ̸= h(n2)და n ∈ M0
1 ⇐⇒ h(n) ∈ M0

2 . ვთქვათ R და R1 რეკურსიული ქვესიმ-

რავლეა M0
2 -ის და M1

1 -ის გადავთვალოთ M0
2 ,M

1
1 ∪ F, {Wf(j)}j∈ω, {Wg(i)}i∈ω სიმრავლეები

და გავჩერდეთ თუ შესრულდება შემდეგი ჩამონათვალიდან ერთ-ერთი მაინც

(1) x გამოჩნდებაM0
1 -ის გადათვლაში. მაშინ შევაჩეროთ პროცედურა და განვსაზღვროთ

h(x) = min {k : k ∈ R & k /∈ {h(0), . . . , h(x− 1)}} .

(2) x გამოჩნდებაM1
1∪F -ის გადათვლაში. მაშინ შევაჩეროთპროცედურადა განვსაზღვროთ

h(x) = min {n : n ∈ R1 & n /∈ {h(0), . . . , h(x− 1)}} .

(3) x ∈ Wg(y) & y ∈ Wf(x). თუ y /∈ {h(0), . . . , h(x− 1)}, გავაჩეროთ პროცედურა და განვსა-

ზღვროთ h(x) = y.

თუ y ∈ {h(0), . . . , h(x− 1)}, მაშინ y /∈ M2. ვინაიდან

y ∈ M2 & y ∈ {h(0), . . . , h(x− 1)}.

და იარსებებს i < x, i ∈ Wg(y) & y ∈ Wf(i). მაშასადამე,

Wf(i) ∩Wf(x) ̸= ∅,

რაც შეუძლებელია. ე.ი. y ∈ M0
2∪M1

2 . გამოვთვალოთM0
2 დაM1

1 ერთდროულად.თუ y ∈ M0
2 ,

მაშინ x ∈ Wg(y) & y ∈ Wf(x) და გვექნება, რომ x ∈ M0
1 და

h(x) = min {n : n ∈ R & n /∈ {h(0), . . . , h(x− 1)}} .

თუ y ∈ M1
1 , მაშინ

x ∈ Wg(y) & y ∈ Wf(x) ⇒ x ∈ M0
1 ,

გვექნება, რომ

h(x) = min {n : n ∈ R1 & n /∈ {h(0), . . . , h(x− 1)}} .

აშკარაა, რომ

ω = M0
1 ∪M1

1 ∪ F ∪
{
x : (∃y)

(
y ∈ Wf(x) & x ∈ Wg(y)

)}
.

მაშასადამე, სამივე განხილული შემთხვევა მოიცავს ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლეს, და

გვექნება, რომM0
1 ≤1 M

0
2 რეკურსიული h ფუნქციით.

მაშასადამე,M0
1 ≤1 M

0
2 . შემთხვევაM0

2 ≤1 M
0
1 ანალოგიურია.
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განსაზღვრება 3.13. ([13]) სიმრავლეA არის ჰემი r-მაქსიმალური,თუარსებობს r-მაქსიმალური

სიმრავლეM და მისი არატრივიალური დაყოფაM0,M1 ისეთი, რომ A = M0.

განსაზღვრება 3.14. ([14]) რ.გ. სიმრავლეA არის არსად მარტივი, თუ ყოველი რ.გ. სიმრავლე

B ისეთი, რომ B \A უსასრულოა, არსებობს უსასრულო რ.გ. სიმრავლეW ⊆ B \A.

განსაზღვრება 3.15. ([15]) A სიმრავლის არატრივიალური დაყოფას A0, A1 ეწოდება ფრიდ-

ბერგის დაყოფა, თუ ყოველი რ.გ.W -ისთვისW \AდაW \A0,W \A1 არაა რ.გ.

ცნობილია (იხ. [[15], თეორემა 1.5]), რომ A სიმრავლის ფრიდებრგის დაყოფა A0, A1 არ-

სად მარტივია.

წინადადება 3.16. ვთქვათA არის ჰემი r-მაქსიმალური არსად მარტივი სიმრავლე, დაB არა-

რეკურსიული რ.გ. სიმრავლე ისეთი, რომ B ≤Q1,N
A. მაშინ B არის ჰემი r-მაქსიმალური

არსად მარტივი სიმრავლე.

დამტკიცება. ვთქვათA არის r-მაქსიმალური სიმრავლე ,B არარეკურსიულირ.გ. სიმრავლე

ისეთი, რომB ≤Q1,N
A რეკურსიული f ფუნქციით. დავუშვათ, რომM არის r-მაქსიმალური

სიმრავლე და C არარეკურსიული რ.გ სიმრავლე ისეთი, რომ A ∩ C = ∅ და M = A ∪ C.

განვიხილოთ სიმრავლე

B1 =
{
x : Wf(x) ∩ C ̸= ∅

}
.

მაშინ B რ.გ. სიმრავლეა და B1 ∩B = ∅.

ვაჩვენოთ, რომ B1 არაა რეკურსიული. დავუშვათ საწინააღმდეგო. მაშინ B1 რეკურსიუ-

ლია და B1 \ B უსასრულოა. თუ B1 \ B სასრულია, მაშინ B უნდა იყოს რეკურსიული, მი-

ვიღეთ წინააღმდეგობა. ვინაიდან A არსად მარტივია და B ≤Q1,N
A, გვექნება, რომ B არსად

მარტივია (იხ. [16]). მაშასადამე, არსებობს უსასრულო რ.გ. სიმრავლეW ⊆ B1 \B. ზოგადო-

ბის შეუზღუდავად დავუშვათ, რომ W რეკურსიულია. W1 დაW2 იყოს უსასრულო რეკურ-

სიული სიმრავლეები დაW1 ∩W2 = ∅,W = W1 ∪W2. მაშინ

R1 =
⋃

x∈W1

Wf(x) და R2 =
⋃

x∈W2

Wf(x)

რეკურსიული სიმრავლეა, ვინაიდან

⋃
x∈ω

Wf(x) = R1 ∪R2 ∪

 ⋃
x∈W

Wf(x)


და R1, R2,

⋃
x∈W

Wf(x) არის წყვილ-წყვილად თანაუკვეთი. მაშასადამე, R1 ∩ M და R2 ∩ M

უსასრულოა. მაგრამM არის r-მაქსიმალური, მივიღეთ წინააღმდეგობა.

მაშასადამე,B1 არარეკურსიული რ.გ. სიმრავლეა,B∩B1 = ∅დაB∪B1 უსასრულოა. თუ

B ∪B1 არაა r-მაქსიმალური სიმრავლე, მაშინ იარსებებს რეკურსიული სიმრავლე R, ისეთი,
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რომR∩(B∪B1)დაR∩(B∪B1)უსასრულოა. მაშინ
⋃
x∈R

Wf(x)∩M უსასრულოადა
⋃
x∈R

Wf(x)∩

M რეკურსიულია, რაც ეწინააღმდეგებაM-ის r-მაქსიმალურობას.

თეორემა 3.8-ის და წინადადება 3.16-იდან გამომდინარეობს შემდეგი

თეორემა 3.17. ვთქვათ r-მაქსიმალური სიმრავლის ფრიდბერგის დაყოფაა A,B, და a =

degQ1,N
(A) და b = degQ1,N

(B). მაშინ ყოველი რ.გ. სიმრავლე , D ∈ a(C,D ∈ b)-ისთვის გვექ-

ნება, რომ C ≡1 D.

შემდეგითეორემიდან გამომდინარეობს, რომ ჰემი r-მაქსიმალური სიმრავლისQ- ხარის-

ხი შეიცავს უსასრულო წყვილ-წყვილად თანაუკვეთ არარეკურსიულm-ხარისხებს.

თეორემა 3.18. r-მაქსიმალურის Q-ხარისხი შეიცავსm-ხარისხების უსასრულო ანტიჯაჭვს.

დამტკიცება. დამტკიცებულია, რომ რ.გ. სიმრავლე M არის r-მაქსიმალური მაშინ და მხო-

ლოდ მაშინ, თუM მარტივი და ყველა არატრივიალური დაყოფის წყვილი არაა რეკურსიუ-

ლად განცალებადი. (იხ. [17])

ვთქვათ Aω = {x : Dx ⊆ A}, ωA = {x : Dx ∩ A ̸= ∅} და An = {⟨x1, . . . , xn⟩ : xi ∈ A, i =

1, . . . , n}.

დამტკიცებულია, რომ თუ A,B არის რეკურსიულად განუცალებადი წყვილი და A ∪ B

მარტივია, მაშინ

(∀C)
(
A ⊆ C ⊆ B ⇒ C <btt C

ω & C <btt
ωC
)
.

(იხ. [11])

დამტკიცებულია, რომ თუ C <btt C
ω, მაშინ ყოველი n, Cn <m Cn+1 (იხ., [[18], მე-4 თეო-

რემის მტკიცება]).

ვთქვათE არის ჰემი r-მაქსიმალურისიმრავლე. მაშინ ყოველიn,En ≤n En+1დაEn+1 ̸≤m

En.

დავუშვათ, რომ

Wfn(x) = {πn1(x), . . . , πnn(x)}.

მაშინ ყოველი x > 0,

x ∈ En ⇐⇒ Wfn(x) ⊆ E,

ე.ი. En ≤Q E.

En <m En+1დაEn ≡Q En+1. უფრომეტიცE ≡bsQ En+1 (იხილეთ [19] bsQ-დაყვანადობის

განსაზღვრება). მაშინ, თეორემა 2-ის ძალით [19]-დან, არსებობს უსასრულოდ მეტი წყვი-

ლად არაm-გამოთვლადი რ.გ. სიმრავლე {Ci}i∈ω, ისეთი, რომ

(∀i)
(
En <m Ci ≤bsQ En+1

)
.
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4 Q− და Q1,N− დაყვანადობებს შორის კავშირი

თეორემა 4.1. ვთქვათ A არის Σ0
2 სიმრავლე, B რ.გ. და A ≤Q B. მაშინ, არსებობს ისეთი რ.გ.

სიმრავლე C, რომ

A ≤Q1,N
C ≤Q B.

დამტკიცება. ვთქვათ A არის Σ0
2 სიმრავლე, B რ.გ. და A ≤Q B. ვინაიდან, A ≤Q B მაშინ

A ∈ Π0
2 (იხ. [9] გვ. 232). მაშასადამეA ∈ ∆0

2 და ([20] შედეგი 5) არსებობს ისეთი რეკურსიული

f , რომ

(∀x)
(
x ∈ A ⇐⇒ Wf(x) ⊆ B

)
&
(
Wf(x) სასრულია

)
.

ვთქვათ B-ს რეკურსიული აპროქსიმაცია {Bs}s∈ω და განვსაზღვროთ მისი დახმარებით

C შემდეგნაირად:

C = {⟨x, t⟩ : (∃s ≥ t)
[
Wf(x),s ⊆ Bs

]
}.

მაშინ ყოველი x-ისთვის,

x ∈ A ⇐⇒ (∀t) (⟨x, t⟩ ∈ C) .

განვსაზღვროთრეკურსიული gფუნქცია შემდეგნაირად (შევნიშნოთ,რომ საჭიროაWf(x)-

ის სისრულე და ამავდროულად A-ს Σ0
2-ობა)

Wg(x) = {⟨x, t⟩ : t ∈ ω}.

მაშინ,

(1) (∀x)
(
x ∈ A ⇐⇒ Wg(x) ⊆ C

)
(2) x ̸= y ⇒ Wg(x) ∩Wg(y) = ∅

(3)
⋃
x∈ω

Wg(x) რეკურსიულია

ე.ი, A ≤Q1,N
C.

ვთქვათ h რეკურსიული ფუნქციაა და

Wh(⟨x,t⟩) =


Wf(x),n სადაც n = min{s : s ≥ t &Wf(x),s ⊆ Bs & ⟨x, t⟩ ∈ Cs},

Wf(x) წინააღმდეგ შემთხვევაში.

მაშინ

⟨x, t⟩ ∈ C ⇐⇒ (∃s ≥ t)
[
Wf(x),s ⊆ Bs

]
⇒ Wh(⟨x,t⟩) ⊆ B

და

⟨x, t⟩ ̸∈ C ⇒ x /∈ A ⇐⇒ Wf(x) ̸⊆ B ⇒ Wh(⟨x,t⟩) ̸⊆ B.

მაშასადამე, C ≤Q B.
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შედეგი 4.2. ვთქვათ A,B რ.გ. სიმრავლეა, B ⊂ A. მაშინ იარსებებს ისეთი რ.გ. სიმრავლე C,

რომ

A \B ≤Q1,N
C ≤Q A.

დამტკიცება. ([21], თეორემა 1) A \B ≤Q A.

შედეგი 4.3. ვთქვათ A,B რ.გ. სიმრავლეა და B ⊂m A. მაშინ იარსებებს ისეთი რ.გ სიმრავლე

C, რომ

A \B ≤Q1,N
C ≤Q A.

დამტკიცება. შედეგი 4.2-ისთანახმად,თუA,B რ.გ. სიმრავლეადაB ⊂m A, მაშინ იარსებებს

ისეთი რ.გ. სიმრავლე C, რომ

A \B ≤Q1,N
C ≤Q A.

მაგრამ, თუ B ⊂m A, მაშინ A \ B იმუნურია და [22] დამტკიცებულია, რომ თუ C არა რე-

კურსიული რ.გ. სიმრავლეა და A \ B იმუნურია, მაშინ C ̸≤Q A \ B. მაშასადამე

A \ B ≤Q1,N
C ≤Q A.

რ.გ. სიმრავლე, უსასრულოდამატებით, არის ძლიერად ჰიპერმარტივი, თუ არ არსებობს

ისეთი რეკურსიული f ფუნქცია, რომ ყოველი xდა y-ისთვის,

1. x ̸= y ⇒ Wf(x) ∩Wf(y) = ∅;

2. Wf(x) ∩A ̸= ∅;

3.
⋃
x∈ω

Wf(x) რეკურსიულია

შენიშვნა 4.4. საზოგადოდდათეორემა 4.1-ში მიმართებაC ≤Q B ვერ შეიცვლებაC ≤Q1,N
B-

ით. ვინაიდან, თუA ძლიერად ჰიპერმარტივია,BდაC რ.გ. არარეკურსიული სიმრავლეებია

და A = B ∪C და B ∩C = ∅. მაშინ ([23], წინადადება 1), B ≤Q Aდა C ≤Q A. თეორემა 4.1-ის

ძალით იარსებებს D ისეთი, რომ

B ≤Q1,N
D ≤Q A.

მაგრამ D ̸≤Q1,N
A.
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