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აბსტრაქტი

საზოგადოდ ნულგანზომილებიან ლოკალურად კომპაქტურ ჯგუფზე შეიძლება განისაზღვროს

სხვადასხვა ტიპის წარმოებულები. ბუცერმა და ვაგნერმა ([5]) 1973 წელს კანტორის ჯგუფზე

განსაზღვრეს და შეისწავლეს f ∈ Lp(G) ფუნქციის ძლიერი წარმოებული D(r)(f) ∈ Lp(G), r ∈

N. (იხ. გან. 6.3). [5]-ში მათ აჩვენეს, რომ სამართლიანია ტოლობა D(1)
X (ψk) = kψk, k ∈ N+.

ბუცერ-ვაგნერის წარმოებულის განსაზღვრება ვილენკინის ჯგუფებზე განაზოგადა ონევიერმა

([21]), (იხ. გან. 6.4). ზელინმა [32]-ში შემოგვთავაზა P - წარმოებულისა და ინტეგრალის გან-

საზღვრება, რომელიც უფრო მარტივია ვიდრე, ბუცერ-ვაგნერისა და ონევიერის განასზღვრე-

ბები. მოცემულ სამაგისტრო ნაშრომში Lp(·)(Gm) სივრცეში დამტკიცებულია f [r]-ს არსებობის

თეორემა. P - წარმოებულის ტერმინებში მიღებულია ჯექსონისა და ბერშტეინის კლასიკური

უტოლობები ვილენკინის სისტემის მიმართ ცვლად მაჩვენებლიან ლებეგის სივრცეებში. ასევე,

მოცემულ ნაშრომში დამტკიცებულია Q(f) ოპერატორისა და f ფუნქციის ნორმების ექვივა-

ლენტობა Lp(·)(Gm) სივრცეში. რომლის საშუალებითაც შეფასებულია f [r] წარმოებულის სა-

უკეთესო მიახლოება f ფუნქციის საუკეთესო მიახლოების საშუალებით. ასევე შემოღებულია

K ფუნქციონალი, რომლის ტერმინებშიც მიღებულია და შეფასებულია საუკეთესო მიახლოება

ცვლად მაჩვენებლიან ლებეგის სივრცეებში.
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Abstract

In general, the derivative of a function on locally compact Abelian group can be defined

in many ways. In 1973, Butzer and Wagner ([5]) introduced and investigated the strong

derivative D(r)(f) ∈ Lp(G), r ∈ N, of f ∈ Lp(G) function (see def. 6.3). They proved that

D
(1)
X (ψk) = kψk, k ∈ N+. Onneweer ([21]) later generalized the Butzer-Wagner derivative

for Vilenkin groups (see. def. 6.4). Zelin proposed a new definition of P - derivative and

integral, which is simpler than one of Butzer-Wagner or Onneweer.

In this master's thesis the existence of f [r] in Lp(·)(Gm) is proved. Additionally, analogs of

Jackson's and Bernstein's inequalities with respect to Vilenkin system in variable Lebesgue

spaces are established. We prove the equivalence of the norms of the operator Q(f) and

f in Lp(·)(Gm) which is then used to estimate the best approximation of f [r] by the best

approximation of f . We also define K-functional and we estimate best approximation in

variable Lebesgue spaces in terms of the K.
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1 შესავალი

ჰარმონიული ანალიზი ლოკალურად კომპაქტურ ჯგუფებზე თანამედროვე ანალზის ერთ-ერთი

უმნიშვნელოვანესი მიმართულებაა. ჰარმონიული ანალიზის განვითარების პირველ საფეხურ-

ზე არაცხადად ჩანდა მისი კავშირი ალგებრულ სტრუქტურებთან. საკმარისია შევნიშნოთ, რომ

სტანდარტული ჰარმონიკები აკმაყოფილებენ f(x + y) = f(x)f(y), x, y ∈ R განტოლებას. აღ-

ნიშნული ტოლობა საფუძვლად უდევს ტოპოლოგიური ჯგუფებისათვის ერთ-ერთ ფუნდამენ-

ტალურ მახასიათებლის ცნებას. აბსტრაქტული ჰარმონიული ანალიზის ჩამოყალიბებაში არ-

სებითი გავლენა იქონია გასული საუკუნის 30-იან წლებში მიღებულმა შედეგებმა. კვანტური

მექანიკის განვითარებამ სტიმული მისცა კვლევებს ჯგუფთა წარმოდენებში და ოპერატორთა

თეორიაში. გასული საუკუნის 20-იან წლებში დაწყებული კვლევები ტოპოლოგიურ ჯგუფებში

და ჯგუფთა წარმოდგენებში დაგვირგვინდა ჰაარის მიერ მღებული ფუნდამენტალური შედეგით

ლოკალურად კომპაქტურ ჯგუფებზე ძვრის მიმართ ინვარიანტული (არატრივიალური) ინტეგ-

რალის (ზომის) არსებობის შესახებ. ბორის მიერ შექმნილმა თითქმის პერიოდულ ფუნქცია-

თა თეორიამ დიდი გავლენა იქონია ვინერის, ბოხნერის და სხვა მათემატიკოსების შრომებზე,

რომელთა ძალისხმევით განვითარდა ჰარმონიული ანალიზის როგორც ტექნიკური არსენალი

ასევე მისი გამოყენებს სფეროები (სტატისტიკური მექანიკა, ეროდულობის თეორია, დროებითი

მწკრიები და ა. შ). პონტრიაგინ-ვან კამპენის ორადულობის თეორიამ გზა გახუსნა ლოკალურად

კომპაქტურ აბელის ჯგუფებზე ფურიეს ანალიზის განვითარებას. აღნიშნული თეორია საშულე-

ბას იძლევა განხილულ იქნას ფურიეს მწკრივები, ფურიეს გარდაქმნა და ფუნქციის წარმოდგენა

ჯგუფის მახასიათებლების საშუალებით როგორც ერთი ბუნების ობიექტები. პეტერისა და ვე-

ილის თეორიამ საშუალება მისცა ფონ ნეიმანს ჯგუფებზე თითქმის პერიოდული ფუნქციების

ანალიზით მიეღო მნიშვნელოვანი შედეგები,რომლებიც მჭიდროდ უკავშირდება ჯგუფის წარ-

მოდგენების თეორიას. შემდგომში ჩატარებულმა ინტენსიურმა კვლევებმა შექმნა მათემატიკის

უმნიშვნელოვანესი დარგი აბსტრაქტული ჰარმონიული ანალიზი, რომლის ერთ-ერთი მნიშნე-

ლოვანი მახასიათებელია ჯგუფის თვისებების გამოყენება კვლევებში. თანამედროვე აბსტრაქ-

ტული ჰარმონიული ანალიზის მნშვნელოვანი მიმართულებებია: დადებითად განსაზღვრული

ფუნქციების თეორია, თითქმის პერიოდულ ფუნქციათა თეორია, ფუნქციათა სპექრტრალური

თეორია და მისი ერთ-ერთი უმნიშვნელოვანესი - სპექრტრალური სინთეზის პრობლემა, ნახვე-

ვის ტიპის განტოლებები ჯგუფებზე, ჰარმონიული ანალიზი ნულგანზომილებიან ლოკალურად

კომპაქტურ ჯგუფებზე, ფურიეს არატრიგონომეტრიული მწკრივები, ჰარმონიული ანალიზი ლო-

კალურად კომპაქტურ ველებზე, ლოკალურად კომპაქტურ ჯგუფებზე სასრული ბორელის ზო-

მების ბანახის ალგებრა, ძვრის მიმართ ინვარიანტულ ოპერატორთა თეორია. ჩვენი ნაშრომი

ეძღვნება ნულგანზომილებიან ლოკალურად კომპაქტურ აბელის ჯგუფებზე ფურიეს ანალიზის

ზოგიერთ საკითხს. ვთქვათGლოკალურად კომპაქტური არსებითად არაბმული ჯგუფია თვლა-
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დობის მეორე აქსიომით. ამ შემთხვევაში ტოპოლოგია მოიცემა ერთმანეთში ჩალაებული ღია

ქვეჯგუფების საშუალებით:

⊃ G−n ⊃ ... ⊃ G0 ⊃ G1 ⊃ ... ⊃ Gn ⊃ ...,

ისეთი, რომ ⋂
n∈Z

Gn = {0},
⋃
n∈Z

Gn = G.

აღნიშნული თვისებები საშუალებას იძლევა კლასიკური ფურიეს ანალიზის პრობლემატიკა

(ევკლიდურ Rn სივრცეზე და Tn ტორზე) განხილული იქნეს უფრო ზოგად ჯგუფებზე (ვილენკი-

ნის ჯგუფები, Qp ველები).

ნაშრომის მეორე და მესამე თავში მოყვანილია ძირითადი განსაზღვრებები და დებულებები

ტოპოლოგიიდან და ჯგუფთა თეორიიდან. ასევე, მოყვანილია ტოპოლოგიური ჯგუფისა და მას-

თან დაკავშირებული განსაზღვრებები თუ დებულებები. მეოთხე თავში მოყვანილია მოცემული

სამაგისტრო ნაშრომისთვის აუცილებელი თეორემა ლოკალურად კომპაქტურ ჯგუფებზე ჰაა-

რის ზომის არსებობის შესახებ. მეხუთე თავში მიმოხილულია ლოკალურად კომპაქტური ჯგუ-

ფების მაგალითები: კერძოდ, Gm ვილენკინისა და Zp ჯგუფები. მეექვსე თავში განხილულია

ვილენკინის სისტემასთან დაკავშირებული ფაქტები ლებეგის წონიან და ცვლად მაჩვენებლიან

სივრცეებში. ასევე, მოყვანილია წარმოებულის სხვადასხვა განსაზღვრებები და საბოლოოდ

მეშვიდე თავში ჩამოყალიბებულია და დამტკიცებულია სამაგისტო ნაშრომის ძირითადი შედე-

გები.
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2 ტოპოლოგია

მოცემულ თავში მოვიყვანთ განსაზღვრებებსა და თეორემებს ტოპოლოგიიდან რომელიც საჭი-

როა მოცემული სამაგისტრო ნაშრომისთვის.

განსაზღვრება 2.1. ვთქვათ, X მოცემული არაცარიელი სიმრავლეა. ტოპოლოგია X სიმრავ-

ლეზე არის X-ის ქვესიმრავლეთა ოჯახი T ისეთი, რომ

� X,Ø ∈ T ;

� თუ {Ui}i∈I არის სიმრავლეთა ნებისმიერი ოჯახი T -დან, მაშინ
⋃

i∈I Ui ∈ T ;

� თუ {Ui}ni=1 არის სიმრავლეთა სასრული ოჯახი T -დან, მაშინ
⋂n

i=1 Ui ∈ T .

თუ T არის ტოპოლოგია X-ზე მაშინ დალაგებულ წყვილს (X, T )-ს ეწოდება ტოპოლოგი-

ური სივრცე. როდესაც გასაგები იქნება თუ რომელი ტოპოლოგია გვაქვს მოცემული X-ზე სი-

მარტივისთვის ვიტყვით, რომ მოცემული გვაქვს ტოპოლოგიური სივრცე X და ვიგულისხმებთ

დალაგებულ (X, T ) წყვილს.

P(X)-ით აღვნიშნოთ X სიმრავლის ყველა ქვესიმრალეთა სიმრავლე. ადვილი დასანახია,

რომ (X,P(X)) და (X, {Ø, X}) არიან ტოპოლოგიური სივრცეები. პირველს ეწოდება დისკრე-

ტული ტოპოლოგია ხოლო მეორეს ტრივიალური ტოპოლოგია.

U -ს ეწოდება ღია X-ში თუ U ∈ T და ეწოდება ჩაკეტილი X-ში თუ U c ∈ T . თუ U არის ღია

სიმრავლე X-ში და ის შეიცავს x ∈ X-ს მაშინ U -ს ეწოდება x-ს წერტილის ღია მიდამო.

დე მორგანის კანონები: ვთქვათ I არის ინდექსთა რაიმე სიმრავლე ხოლო Ui ⊂ X, i ∈ I,

მაშინ (⋃
i∈I

Ui

)c

=
⋂
i∈I

U c
i ,

(⋂
i∈I

Ui

)c

=
⋃
i∈I

U c
i ,

სადაც U c
i სიმბოლოთი აღნიშნულია Ui სიმრავლის დამატება, ანუ U c

i = X \ Ui.

შენიშვნა 2.1. ზემოთ მოყვანილი განსაზღვრებიდან და დე მორგანის კანონებიდან გამომდი-

ნარეობს, რომ ღია სიმრავლეების ნებისმიერი გაერთიანება და სასრული თანაკვეთა ღიაა და

ჩაკეტილი სიმრავლეების სასრული გაერთიანება და ნებისმიერი თანაკვეთა ჩაკეტილია.

ვთქვათ T1 და T2 არის ორი ტოპოლოგია X-ზე ისეთი, რომ T1 ⊂ T2 მაშინ ვიტყვით, რომ T1

სუსტია ვიდრე T2. ცხადია, რომ ტრივიალური ტოპოლოგია არის ყველაზე სუსტი ტოპოლოგია

X-ზე ხოლო დისკრეტული ტოპოლოგია არის ყველაზე ძლიერი. თუ E ⊂ P(X) მაშინ არსებობს

ერთადერთი ყველაზე სუსტი ტოპოლოგიაX-ზე T (E) რომელიც შეიცავს E-ს, მას ეწოდება E-ით

წარმოქმნილი ტოპოლოგია.
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განსაზღვრება 2.2. ვთქვათX არის ტოპოლოგიური სივრცე და A ∈ X. A სიმრავლის ჩაკეტვა

ეწოდება A სიმრავლის მომცეველი ყველა ჩაკეტილი სიმრავლის თანაკვეთას, და ის აღინიშ-

ნება A სიმბოლოთი.

განსაზღვრება 2.3. ვთქვათ X არის ტოპოლოგიური სივრცე და A ∈ X. A სიმრავლის შიგანი

ეწოდება A სიმრავლში შემავალი ყველა ღია სიმრავლის გაერთიანებას, და ის აღინიშნება Ao

სიმბოლოთი.

შენიშვნა 2.2. A სიმრავლე არის ჩაკეტილი X-ში მაშინ და მხოლოდ მაშინ როცა A = A და

ღიაა X-ში მაშინ და მხოლოდ მაშინ როცა A = Ao.

განსაზღვრება 2.4. თუ A = X A-ს ეწოდება მკვრივი X-ში, მეორესმხრივ თუ (A)o = Ø მაშინ

A-ს ეწოდება არსად მკვრივი.

ხშირად ძალზე რთულია ან შეუძლებელია დავაკონკრეტოთ ტოპოლოგიის ყველა სიმრავ-

ლე. ამ სირთულისთვის გვერდის ავლისთვის მოგვყავს თეორემები რომლითაც შესაძლებელია

წამოვქმნათ ტოპოლოგია სიმრავლეების პატარა ოჯახიდან.

თუ T არის ტოპოლოგიაX-ზე, x ∈ X წერტილის მიდამოთა ბაზა არის ოჯახი N ⊂ T ისეთი,

რომ

� x ∈ V ყოველი V ∈ N ,

� თუ U ∈ T და x ∈ U, მაშინ არსებობს V ∈ N ისეთი, რომ x ∈ V და V ⊂ U .

ტოპოლოგიის ბაზისი T -თვის არის ოჯახი B ⊂ T რომელიც ყოველი x ∈ X წერტილისთვის

შეიცავს მის მიდამოთა ბაზას T -ს მიმართ.

თეორემა 2.1. თუ T არის ტოპოლოგია X-ზე და E ⊂ T , მაშინ E არის T ტოპოლოგიის ბა-

ზისი მაშინ და მხოლოდ მაშინ როცა ყოველი არაცარიელი U ∈ T არის E-ის ელემენტების

გაერთიანება.

დამტკიცება. თუ E არის ბაზა, U ∈ T და x ∈ U მაშინ არსებობს Vx ∈ E ისეთი, რომ x ∈ Vx ⊂ U,

და შესაბამისად U =
⋃

x∈U Vx. პირიქით თუ ყოველი არაცარიელი U ∈ T არის გაერთიანება

E-ს ელემენტების, მაშინ {V ∈ E : x ∈ V } წარმოადგენს x წერტილის მიდამოთა ბაზას, ანუ E

არის ბაზისი.

თეორემა 2.2. თუ E ⊂ P(X), იმისთვის, რომ E იყოს ტოპოლოგიის ბაზისიX-ზე აუცილებელია

და საკმარისი რომ შესრულდეს შემდეგი ორი პირობა:

� ყოველი x ∈ X შედის რომელიმე V ∈ E ,

� თუ U, V ∈ E და x ∈ U ∩ V მაშინ არსებობს W ∈ E ისეთი, რომ x ∈W ⊂ (U ∩ V ).
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დამტკიცება. აუცილებლობა ცხადია, მართლაც ვთქვათ E არის ტოპოლოგიის ბაზისი მაშინ

ცხადია პირველი პირობა შესრულებულია, ამასთან თუ U, V ∈ E და x ∈ U ∩ V მაშინ U ∩ V

ღიაა და ბაზისის განმარტების ძალით არსებობს V ∈ E ისეთი, რომ x ∈ V ⊂ U ∩ V . ახლა

დავამტკიცოთ საკმარისობა ამისთვის განვიხილოთ:

T = {U ⊂ X : ყოველიx ∈ U -თვის არსებობსV ∈ E ისეთი, რომx ∈ V ⊂ U} ,

მაშინ X ∈ T პირველი პირობის ძალით და Ø ∈ T ტრივიალურად. ცხადია T ჩაკეტილია ნების-

მიერი გაერთიანებების მიმართ. ახლა ვაჩვენოთ, რომ ის ჩაკეტილია სასრული თანაკვეთების

მიმართ, ამისთვის საკმარისია განვიხილოთ ორი სიმრავლის შემთხვევა. მართლაც, ვთქვათ

U1, U2 ∈ T და x ∈ U1 ∩ U2 მაშინ x-ის მიდამოთა ბაზის განსაზღვრების ძალით არსებობს

V1, V2 ∈ E ისეთი, რომ x ∈ V1 ⊂ U1 და x ∈ V2 ⊂ U2 ასევე მეორე პირობის ძალით არსებობს

W ∈ E ისეთი, რომ x ∈ W ⊂ (V1 ∩ V2) მაშასადამე U1 ∩ U2 ∈ T და შესაბამისად T არის

ტოპოლოგია და ცხდაია E არის მისი ბაზისი.

თეორემა 2.3. თუ E ⊂ P(X), ტოპოლოგია T (E) წარმოქმნილი E-ით შეიცავს Ø, X, და E-ის

ელემენტების ნებისმიერი სასრული თანაკვეთების ნებისმიერ გაერთიანებებს.

დამტკიცება. E-ის ელემენტების ნებისმიერი სასრული თანაკვეთათა ოჯახი X-თან ერთად აკ-

მაყოფილებს თეორემა 2.2-ის პირობებს და შესაბამისად თეორემა 2.1-ის ძალით ასეთი სიმრავ-

ლეების ყველა გაერთიანებები Ø-სთან ერთად არის ტოპოლოგია და ცხადია ის შედის T (E)-ში,

მაშასადამე ის ემთხვევა T (E)-ს. ამით თეორემის დამტკიცება დასრულებულია.

ვიტყვით, რომ (X, T ) ტოპოლოგიური სივრცე აკმაყოფილებს თვლადობის პირველ აქსი-

ომას, თუ ყოველი x ∈ X-თვის არსებობს თვლადი მიდამოთა ბაზა T -თვის.

შენიშვნა 2.3. შევნიშნოთ, რომ თუ X ტოპოლოგიური სივრცე არის თვლადობის პირველი

აქსიომით, მაშინ ყოველი x ∈ X წერტილისთვის არსებობს მისი მიდამოთა ბაზა {Ui}∞1 ისეთი,

რომ Ui ⊃ Ui+1 ყოველი i-თვის. მართლაც, თუ {Vi}∞1 არის x-ის მიდამოთა ნებირმიერი ბაზა,

მაშინ ჩვენ შეგვიძლია ავიღოთ Ui =
⋂i

j=1 Vj .

ვიტყვით, რომ (X, T ) ტოპოლოგიური სივრცე აკმაყოფილებს თვლადობის მეორე აქსიო-

მას, თუ T -ს აქვს თვლადი ბაზისი. ასევე ვიტყვით, რომ (X, T ) არის სეპარაბელური თუ X-ს

აქვს თვლადი ყველგან მკვრივი ქვესიმრავლე. ცხადია, რომ თუ ტოპოლოგიური სივრცე არის

თვლადობის მეორე აქსიომით მაშინ ის არის ტოპოლოგიური სივრცე თვლადობის პირველი

აქსიომით.

თეორემა 2.4. [12] ყოველი ტოპოლოგიური სივრცე თვლადობის მეორე აქსიომით არის სეპა-

რაბელური.
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ვიტყვით, რომ {xj} მიმდევრობაX ტოპოლოგიურ სივრცეში კრებადია x ∈ X-სკენ (xj → x)

თუ x-ის ყოველი U მიდამოსთვის არსებობს N ∈ N ისეთი რომ xj ∈ U ყოველი j > N .

თეორემა 2.5. [12] თუ X არის თვლადობის პირველი აქსიომით და A ⊂ X მაშინ x ∈ A მაშინ

და მხოლოდ მაშინ როცა არსებობს მიმდევრობა {xj} ⊆ A რომელიც კრებადია x-სკენ.

ზემოთ გაკეთებული შენიშვნის ძალით მოცემული თეორემა სამართლიანია X ტოპოლოგი-

ური სივრცისთვის თვლადობის მეორე აქსიომით. ახლა მოვიყავნოთ ტოპოლოგიური სივრცის

აქსიომები. თუ X ტოპოლოგიურ სივრცეს აქვს Tj თვისება ვიტყვით, რომ X არის Tj სივრცე

ან ტოპოლოგია X-ზე არის Tj

T0 : თუ x ̸= y მაშინ არსებობს ღია სიმრავლე რომელიც შეიცავს x-ს მაგრამ y-ს არა ან

არსებობს ღია სიმრავლე რომელიც შეიცავს y-ს მაგრამ არა x-ს.

T1 : თუ x ̸= y მაშინ არსებობს ღია სიმრავლე რომელიც შეიცავს y-ს მაგრამ არა x-ს.

T2 : თუ x ̸= y მაშინ არსებობს თანაუკვეთი ღია U, V სიმრავლეები ისეთი, რომ x ∈ U და

y ∈ V .

T3 : X არის T1 სივრცე და ყოველი ჩაკეტილი A ⊂ X და ყოველი x ∈ Ac წერტილისთვის

არსებობს თანაუკვეთი ღია U, V სიმრავლეები ისეთი, რომ x ∈ U და A ⊂ V .

T4 : X არის T1 სივრცე და ყოველი თანაუკვეთი ჩაკეტილი A,B ⊂ X სიმრავლეებისთვის

არსებობს თანაუკვეთი ღია U, V სიმრავლეები ისეთი, რომ A ⊂ U და B ⊂ V .

T2 სივრცეს ეწოდება ჰაუსდორფის სივრცე, T3 სივრცეს ეწოდება რეგულარული სივრცე

და T4-ს ეწოდება ნორმალური სივრცე.

თეორემა 2.6. თუ X არის ჰაუსდორფის სივრცე, მაშინ ყოველი x ∈ X-თვის {x} ჩაკეტილი

სიმრაველა.

დამტკიცება. ვთქვათ X არის ჰაუსდორფის, მაშინ ყოველი y ̸= x-თვის არსებობს ღია სიმრავ-

ლე Uy ისეთი, რომ y ∈ Uy მაგრამ x /∈ Uy მაშასადამე {x}c =
⋃

y ̸=x Uy არის ღია და შესაბამისად

{x} ჩაკეტილი.

ჰაარის ზომის არსებობა გარანტირებულია თუ ტოპოლოგიური სივრცე არის ჰაუსდორფის.

ამიტომ შემდეგ თავებში ვიმუშავებთ ასეთ სივრცეებზე. ახლა მოვიყვანოთ უწყვეტი ასახვის

განსაზღვრება და მისი რამოდენიმე თვისება.

განსაზღვრება 2.5. ვთქვათ X და Y ტოპოლოგიური სივრცეებია და f : X → Y მოცემული

ასახვაა. ვიტყვით, რომ f ასახვა არის უწყვეტი თუ f−1(V ) ღიაა X-ში ყოველი ღია V ⊆ Y -

თვის. ვიტყივთ, რომ f ასახვაა უწყვეტია x ∈ X წერტილში თუ f(x)-ის ყოველი V მიდამოსთვის

არსებობს x-ის მიდამო U ისეთი, რომ f(U) ⊂ V ან ექვივალენტურად f−1(V ) არის x-ის მიდამო

f(x)-ის ყოველი V მიდამოსათვის.
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თეორემა 2.7. ასახვა f : X → Y არის უწყვეტი მაშინ და მხოლოდ მაშინ როცა ის უწყვეტია

ყველა x ∈ X წერტილში.

შემდეგი თეორემა ძალიან ამარტივებს ასახვის უწყვეტობის შემოწმებას.

თეორემა 2.8. ვთქვათ ტოპოლოგია Y -ზე წარმოქმნილია E სიმრავლეთა ოჯახით, მაშინ f :

X → Y არის უწყვეტი მაშინ და მხოლოდ მაშინ როცა f−1(V ) არის ღია X-ში ყოველი V ∈ E .

ახლა მოვიყვანოთ კომპაქტური ტოპოლოგიური სივრცის განსაზღვრება და მასთან დაკავ-

შირებული მნიშვნელოვანი თეორემები დაუმტკიცებლად.

განსაზღვრება 2.6. ვთქვათ X არის ტოპოლოგიური სივრცე და {Uα}α∈A, არის X-ის ქვესიმ-

რავლეთა რაიმე ოჯახი ე.ი Uα ⊆ X, α ∈ A. ვიტყვით, რომ მოცემული სიმრავლეთა ოჯახი არის

X-ის დაფარვა თუ X =
⋃

α∈A Uα. ასევე ვიტყვით, რომ მოცემული გვაქვს X-ის ღია დაფარვა

თუ ყოველი Uα ღიაა.

განსაზღვრება 2.7. ვიტყვით, რომ ტოპოლოგიური სივრცე X არის კომპაქტური თუ X-ის ყო-

ველი ღია დაფარვიდან გამოიყოფა სასრული ქვედაფარვა ე.ი თუ {Uα}α∈A არის X ტოპოლო-

გიური სივრცის ღია დაფარვა მაშინ არსებობს ინდექსთა სიმრავლის სასრული ქვესიმრავლე

B ⊆ A ისეთი, რომ X =
⋃

α∈B Uα.

X ტოპოლოგიური სივრცის Y ⊆ X ქვესიმრავლე ეწოდება კომპაქტი თუ ის არის კომ-

პაქტი ფარდობით ტოპოლოგიაში. ე.ი Y ⊆ X არის კომპაქტი მაშინ და მხოლოდ მაშინ როცა

ყოველი {Uα}α∈A ღია სიმრავლეთა ოჯახისთვის X-ში არსებობს ინდექსთა სიმრავლის სასრუ-

ლი ქვესიმრავლე B ⊆ A ისეთი, რომ Y ⊆
⋃

α∈B Uα. დე მორგანის კანონების გამოყენებით

კომპაქტურობა შეგვიძლია დავახასიათოთ ჩაკეტილი სიმრავლის ტერმინებში. ვიტყვით, რომ

{Fα}α∈A X-ის ქვესიმრავლეთა ოჯახს აქვს სასრული თანაკვეთის თვისება თუ ყოველი სას-

რული B ⊆ A-თვის
⋂

α∈B Fα ̸= Ø. სამართლიანია შემდეგი თეორემები:

თეორემა 2.9. X ტოპოლოგიური სივრცე არის კომპაქტი მაშინ და მხოლოდ მაშინ როცა ყო-

ველი {Fα}α∈A ჩაკეტილი სიმრავლეების ოჯახისთვის სასრული თანაკვეთის თვისებით გვაქვს⋂
α∈A Fα ̸= Ø.

თეორემა 2.10. კომპაქტური სივრცის ჩაკეტილი ქვესიმრავლე კომპაქტია.

თეორემა 2.11. ჰაუსდორფის სივრცის ყოველი კომპაქტური ქვესიმრავლე ჩაკეტილია.

ტოპოლოგიურ სივრცეს ეწოდება ლოკალურად კომპაქტური თუ ყოველ წერტილს აქვს

კომპაქტური მიდამო. მოცემულ სამაგისტრო ნაშრომში ჩვენ დაინტერესებულები ვართ ჰაუს-

დორფის ტოპოლოგიური სივრცეებით. სამართლიანია შემდეგი თეორემა
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თეორემა 2.12. ვთქვათX არის ლოკალურად კომპაქტური ჰაუსდორფის სივრცე, U ⊆ X ღიაა

და x ∈ U მაშინ არსებობს x-ის კომპაქტური მიდამო N ისეთი, რომ N ⊆ U .

განსაზღვრება 2.8. ვთქვათ (X, T ) არის ტოპოლოგიური სივრცე. ვიტყვით, რომ X ტოპო-

ლოგიური სივრცე არის არაბმული თუ ის წარმოდგება ორი თანაკუვეთი არაცარიელი ღია

სიმრავლის გაერთიანების სახით. ე.ი არსებობს არაცარიელი A,B ∈ T , ისეთი, რომ A∩B = Ø

და X = A ∪B. სხვა შემთხვევაში ვიტყვით, რომ X ტოპოლოგიური სივრცე არის ბმული.

ვიტყვით, რომ X ტოპოლოგიური სივრცის ქვესიმრავლე არის ბმული თუ ის ბმულია ქვე-

სივრცის ტოპოლოგიაში.

თეორემა 2.13. ვთქვათ X არის ტოპოლოგიური სივრცე, მაშინ შემდეგი წინადადებები ექვი-

ვალენტურია

� X არის ბმული, ე.ი ის არ წარმოდგება ორი თანაუკვეთი არაცარიელი ღია სიმრავლის

გაერთიანების სახით,

� X ტოპოლოგიური სივრცის ერთდროულად ღია და ჩაკეტილი სიმრავლეები არის მხო-

ლოდ X და ცარიელი სიმრავლე,

� X ტოპოლოგიური სივრცის სიმრავლე ცარიელი საზღვრით არის მხოლოდ X და ცარიე-

ლი სიმრავლე,

� X არ წარმოდგება ორი არაცარიელი განცალებადი სიმრავლის გაერთიანების სახით,

� ყველა უწყვეტი ფუნქცია X-დან {0, 1}-ში არიან მხოლოდ მუდმივი ფუნქციები. სადაც,

{0, 1} არის ტოპოლოგიური სივრცე დისკრეტული ტოპოლოგიით.

ვთქვათ, X ტოპოლოგიური სივრცეა და x ∈ X, ადვილი დასანახია, რომ ბმული სიმრავლე-

ების ნებისმიერი გაერთიანება რომელიც x-ს შეიცავს იქნება ისევ ბმული სიმრავლე.

განსაზღვრება 2.9. x ∈ X წერტილის ბმული კომპონენტი ეწოდება ყველა ბმული სიმრავლის

გაერთიანებას რომელიც შეიცავს x-ს. x-ის ბმული კომპონენტი არის ერთადერთი მაქსიმალური

ბმული სიმრავლე რომელიც მოიცავს x-ს.

განსაზღვრება 2.10. არაცარიელი X ტოპოლოგიური სივრცის მაქსიმალურ ბმულ სიმრავლე-

ებს ეწოდება X ტოპოლოგიური სივრცის ბმული კომპონენტები.

ნებისმიერი ტოპოლოგიური X სივრცის ბმული კომპონენტები წარმოქმნიან X-ის დანაწი-

ლებას. ე.ი ისინი არიან თანაუკვეთები, თითოეული კომპონენტი არის არაცარიელი და მათი
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გაერთიანება წარმოადგენს მთლიან X სივრცეს. ადვილი დასანახია, რომ ყოველი კომპონენ-

ტი არის X ჩაკეტილი ქვესიმრავლე. აქედან გამომდინარეობს, რომ თუ კომპონენტების რაო-

დენობა სასრულია მაშინ თითოეული ასევე არის X-ს ღია ქვესიმრავლე. ამასთან მოცემული

საზოგადოდ არაა სამართლიანი, როცა კომპონენტების რაოდენობა უსასრულოა.

განსაზღვრება 2.11. X ტოპოლოგიურ სივრცეს რომელშიც ბმული კომპონენტები მხოლოდ

ერთ-წერტილიანი სიმრავლეებია ეწოდება ტოტალურად არაბმული.

მაგალითი 2.1. ტოტალურად არაბმული სივრცეს წარმოადგენს p-ადიკური რიცხვების Qp,

ველი. (იხ. 5.2)
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3 ჯგუფები

ამ თავში ჩვენ მიმოვიხილავთ ზოგიერთ ფუნდამენტალურ საკითხს ჯგუფთა თეორიიდან.

განსაზღვრება 3.1. ვთქვათ, G არაცარიელი სიმრავლეა და ∗ : G × G → G არის მასზე

განსაზღვრული ბინარული ოპერაცია. წყვილს (G, ∗) ეწოდება ჯგუფი თუ მასზე განსაზღვრული

ბინარული ოპერაცია აკმაყოფილებს შემდეგ აქსიომებს:

� ასოციაციურობა: a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c ყოველი a, b, c ∈ G-თვის,

� ერთეულოვანი ელემენტის არსებობა: G-ში არსებობს ელემენტი e ისეთი, რომ ყოველი

a ∈ G-თვის გვაქვს a ∗ e = e ∗ a = a. ასეთი ელემენტი ერთადერთია და მას ეწოდება G

ჯგუფია ერთეულოვანი ელემენტი,

� შებრუნებული ელემენტის არსებობა: ყოველი a ∈ G-სთივს არსებობს ელემენტი a−1 ∈

G ისეთი, რომ a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e. ყოველი a-თვის. ასეთი a−1 ელემენტი ერთადერთია

მას ეწოდება a-ს შებრუნებული ელემენტი.

შენიშვნა 3.1. ვთქვათ, (G, ∗) არის ჯგუფი. ტრადიციულად ”∗”-ის ნაცვლად წერენ ” ·” სიმბო-

ლოს. ” ·” ბინარულ ოპერაციას უწოდებენ გამრავლებას და a ·b-ს წაცვლად ხშირად წერენ ab-ს.

G ჯგუფის ab ელემენტს უწოდებენ a და b ელემენტების ნამრავლს. ამ შემთხვევაში ერთეულო-

ვანი ელემენტი ხშირად აღინიშნება 1-ით. ზოგჯერ მოსახერხებელია განსაკუთრებით აბელურ

ჯგუფებში, ბინარული ოპერაციის ადიციური ჩაწერა, ე.ი a · b-ს ნაცვლად წერენ a + b-ს და მას

უწოდებენ a და b ელემენტების ჯამს. ამ შემთხვევაში ერთეულოვან ელემენტს აღნიშნავენ 0-

ით, ხოლო a−1-ის ნაცვლად წერენ −a-ს და უწოდებენ a ელემენტის მოპირდაპირე ელემენტს.

რადგან მოცემულ ნაშრომში შეხება გვექნება აბელურ ჯგუფებთან.

განსაზღვრება 3.2. ვთქვათ, (G,+) არის ჯგუფი. ვიტყვით, რომ G არის აბელის ჯგუფი თუ

ყოველი a, b ∈ G-თვის a+ b = b+ a.

მაგალითი 3.1. Z, Q, R, C სიმრავლეები ჩვეულებრივი შეკრების მიმართ წარმოადგენენ აბე-

ლური ჯგუფის მაგალითებს. ამ შემთხვევაში ერთეულოვან ელემენტს წარმოადგენს 0 და a

ელემენტის შეგრუნებულია −a.

მაგალითი 3.2. Z\{0}, Q\{0}, R\{0}, C\{0} სიმრავლეები ჩვეულებრივი გამრავლების მი-

მართ წარმოადგენენ აბელური ჯგუფის მაგალითებს. ამ შემთხვევაში ერთეულოვან ელემენტს

წარმოადგენს 1 და a ელემენტის შეგრუნებულია 1
a .

მაგალითი 3.3. ვთქვათ, F არის ველი. GLn(F)-ით აღვნიშნოთ სიმრავლე ყველა იმ n× n რი-

გის მატრიცებისა, რომელთა ელემენტები ეკუთვნიან F-ს და დეტერმინანტი განსხვავებულია
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ნულისაგან.GLn(F) წარმოადგენს ჯგუფს მატრიცების ჩვეულებრივი გამრავლების მიმართ. ერ-

თეულოვან ელემენტს წარმოადგენს მარტიცი რომლის დიაგონალზე დგას 1-ები, ხოლო სხვაგან

0-ები. აღნიშნული ჯგუფი არის არა აბელური ჯგუფის მაგალითი.

მაგალითი 3.4. ვთქვათ F არის ველი. Mn(F)-ით აღვნიშნოთ ყველა n × n რიგის მატრიცი

ელემენტებით F-დან. Mn(F) წარმოადგენს აბელის ჯგუფს მატრიცების შეკრების ოპერაციის

მიმართ. ნულოვან ელემენტს წარმოადგენს მატრიცი რომლის ყველა ელემენტი 0-ია.

მაგალითი 3.5. ვთქვათ Sn არის {1, 2, ..., n}-ის ყველა გადანაცვლებათა ერთობლიობა. მაშინ

Sn კომპოზიციის ◦ ოპერაციასთან ერთად წარმოადგენს ჯგუფს, სადაც ერთეულოვან ელემენტს

წარმოადგენს იგივური გადანაცვლება.

განსაზღვრება 3.3. ვთქვათ (G,+) არის ჯგუფი და H არის G-ს ქვესიმრავლე. ვიტყვით, რომ

H არის G ჯგუფის ქვეჯგუფი თუ შესრულებულია შემდეგი პირობები:

� H ̸= ∅,

� თუ x, y ∈ H, მაშინ x+ y ∈ H (ჩაკეტილია G-ს ოპერაციის მიმართ),

� თუ x ∈ H, მაშინ (−x) ∈ H (ჩაკეტილია შებრუნების ოპერაციის მიმართ).

აღნიშნულ ფაქტს აღვნიშნავთ H ≤ G სიმბოლოთი.

განსაზღვრება 3.4. ვთქვათ G არის ჯგუფი და H არის მისი ქვეჯგუფი, ამასთან g ∈ G. სიმ-

რავლეებს g + H = {g + h |h ∈ H} და H + g = {h + g |h ∈ H} ეწოდება შესაბამისად H-ის

მარცხენა და მარჯვენა მოსაზღვრე კლასები G-ში და აღინიშნება შესაბამისად G/H და G \H

სიმბოლოებით.

შევნიშნოთ, რომ თუ ჯგუფი აბელურია, მაშინ H ქვეჯგუფის შესაბამისი მარჯვენა და მარ-

ცხენა მოსაზღვრე კლასები ერთმანეთს ემთხვევა ე.ი

g +H = H + g,

მაგრამ ზოგადად მოცემული ტოლობა არ სრულდება. ამისათვის შემოვიტანოთ განსაზღვრება

განსაზღვრება 3.5. G ჯგუფის H ქვეჯგუფს ეწოდება ნორმალური თუ g+H = H + g ყოველი

g ∈ G-თვის.

თუ H არის G ჯგუფის ნორმალური ქვეჯგუფი, მაშინ შეგვიძლია ვილაპარაკოთ უბრალოდ

H-ის მოსაზღვრე კლასებზე. ამასთან შევთანხმდეთ, რომ მოსაზღვრე კლასების სიმრავლეს

აღვნიშნავთ G/H-ით.
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განსაზღვრება 3.6. ვთქვათ H არის G ჯგუფის ნორმალური ქვეჯგუფი. თუ H-ის მოსაზღვრე

კლასების G/H სიმრავლეში შემოვიტანთ შეკრების ოპერაციას შემდეგნაირად:

(a+H)⊕ (b+H) = (a+ b) +H, a, b ∈ G.

ადვილი საჩვენებელია, რომ მოცემული განმარტება კორექტულია და ამასთან ის აკმაყოფი-

ლებს ჯგუფის აქსიომებს, მაშასადამე G/H არის ჯგუფი რომელსაც ეწოდება ფაქტორ-ჯგუფი

წარმოქმნილი H ქვეჯგუფით.

შენიშვნა 3.2. თუG აბელური ჯგუფია, მაშინ ყოველი მისი ქვეჯგუფი აბელურია და მაშასადამე

ნორმალური და შესაბამისად G აბელური ჯგუფის ნებისმიერი H ქვეჯგუფისთვის G/H ზემოთ

განსაზღვრული ოპერაციის მიმართ იქნება ჯგუფი.

3.1 ტოპოლოგიური ჯგუფები

განსაზღვრება 3.7. ვთქვათ, (G,+) არის ჯგუფი და ტოპოლოგიური სივრცე ისეთი, რომ ასახ-

ვები

+ : G×G→ G, (x, y) → x+ y,

− : G→ G, x→ −x,

უწყვეტია შესაბამისადG-ს დაG×G ნამრავლის ტოპოლოგიაში. უფრო ზუსტად თუ a, b ∈ G და

c = a+ b მაშინ c-ს ნებისმიერი U(c) მიადმოსთვის არსებობს შესაბამისად a და b წერტილების

V (a) დაW (b) მიდამოები ისეთი, რომ V (a) +W (b) ⊂ U(c). ასევე −a ∈ G-ს ნებისმიერი U(−a)

მიდამოსთვის არსებობს a წერტილის V (a) მიდამო ისეთი, რომ −V (a) ⊂ U(−a). (G,+)-ს

მოცემულ ტოპოლოგიასთან ერთად ეწოდება ტოპოლოგიური ჯგუფი.

განსაზღვრება 3.8. ტოპოლოგიურ ჯგუფს რომელიც არის ჰაუსდორფის და ლოკალურად კომ-

პაქტური ეწოდებალოკალურად კომპაქტური ჯგუფი. ხოლოთუ ჰაუსდორფის ტოპოლოგიური

ჯგუფი არის კომპაქტური ჩვენ მას კომპაქტურ ჯგუფს ვუწოდებთ.

ვთქვათ (G,+) არის ჰაუსდორფის ტოპოლოგიური აბელური ჯგუფი. იმისათვის, რომ (G,+)

აბელურ ჯგუფზე მოიცეს ტოპოლოგია ამისთვის საკმარისია ჩვენ გვქონდეს ბაზა {Uα}, G ჯგუ-

ფის ნულოვანი ელემენტისთვის. ამ შემთხვევაში ნებისმიერი a ∈ G ელემენტის ბაზა იქნება

a+ Uα.

G აბელური ჯგუფის ნულის მიდამოთა ბაზა აღვნიშნოთ U0-ით მაშინ ის აკმაყოფილებს

შემდეგ პირობებს:

� ყველა სიმრავლის თანაკვეთა U0-დან არის {0},
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� ნებისმიერი ორი სიმრავლის თანაკვეთა U0-დან შეიცავს რომელიმე სიმრავლეს ამ სის-

ტემიდან,

� ყოველი U -თვის U0-დან არსებობს V ∈ U0 ისეთი, რომ V + V ⊂ U ,

� ყოველი U -თვის U0-დან და ყოველი a ∈ U -თვის არსებობს V ∈ U0 ისეთი, რომ a+V ⊂ U .

პირიქით, თუ G არის აბელური ჯგუფი და U0 სისტემა აკმაყოფილებს ზემოთ მოყვანილ პი-

რობებს, მაშინ G ჯგუფზე შეიძლება მოიცეს ტოპოლოგია მხოლოდ ერთადერთი გზით, ისე რომ

ჯგუფის ოპერაციები იყოს უწყვეტი ამ ტოპოლოგიაში და U0 სისტემა იქნება ნულის მიდამოთა

ბაზა. ხოლო a ∈ G ელემენტის მიდამოთა ბაზის მისაღებად უნდა ავიღოთ a+Uα სიმრავლეები.

(იხ. [24])

ნებისმიერი ჯგუფი შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც ტოპოლოგიური ჯგუფი შემდეგნაი-

რად. თუ თითოეული წერტილის მიდამოთა ბაზა იქნება თავისი თავი ე.ი U(g) = {g}. ასეთ

სისტემატიზირებას ეწოდება დისკრეტული.

ვთქვათ, G არის აბელური ჯგუფი და მოცემული გვაქვს ქვეჯგუფთა შემდეგი სისტემა Uα

ისეთი, რომ ნებისმიერი ორი ქვეჯგუფის თანაკვეთა შეიცავს ქვეჯგუფს მოცემული სისტემიდან

და ყველა ჯგუფის თანაკვეთა მოცემული სისტემიდან შეიცავს მხოლოდ ნულოვან ელემენტს.

ვაჩვენოთ, რომ მოცემული სისტემა აკმაყოფილებს ზემოთ მოყვანილ 4 პირობას. მართლაც,

პირველი ორი პირობა შესრულებულია პირობის ძალით, ხოლო ბოლო ორი პირობა გამოდის

იქიდან, რომ Uα არის ჯგუფი. ე.ი მოცემული სისტემა წარმოქმნის G ჯგუფის ნულოვანი ელე-

მენტის ბაზისს. ამ შემთხვევაში ჩვენ ვიტყვით, რომ ტოპოლოგია მოცემულია Uα ქვეჯგუფთა

სისტემის საშუალებით. ვთქვათ, მოცემული სისტემა არის თვლადი და ქმნის კლებად მიმდევ-

რობას ე.ი

U1 ⊃ U2 ⊃ ... ⊃ Un ⊃ ... .

იმისთვის, რომ მოცემულმა ქვეჯგუფებმა განსაზღვროს ტოპოლოგია G-ში საკმარისია, რომ

მათი თანაკვეთა მოიცავდეს მხოლოდ ნულოვან ელემენტს.

განსაზღვრება 3.9. ვთქვათ, G არის ტოპოლოგიური ჯგუფი. H-ს ეწოდება G-ს ქვეჯგუფი თუ

შესრულებულია შემდეგი პირობები:

� H არის G-ს ქვეჯგუფი ალგებრული აზრით,

� H არის ჩაკეტილი ქვესიმრავლე G-ს ტოპოლოგიაში.

ტოპოლოგიურ ჯგუფების შემთხვევაში ჩვენ არ განვიხილავთ ყველა ჰომეომორფიზმებს, ამ

შემთხვევაში ჩვენ განვიხილავთ, მხოლოდ უწყვეტ ჰომეომორფიზმებს.
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განსაზღვრება 3.10. ვთქვათ, მოცემული გვაქვს ორი ჯგუფი. (G,+) და (G′,⊕) ვიტყვით, რომ

მოცემული ჯგუფები იზომორფულია თუ არსებობს ჰომეომორფული φ ასახვაG-სიG′-ზე ისეთი,

რომ

φ(g1 + g2) = φ(g1)⊕ φ(g2), ∀g1, g2 ∈ G.

თუ H არის აბელური ტოპოლოგიური G ჯგუფის ქვეჯგუფი, მაშინ G დაიყოფა თანაუკ-

ვეთ მოსაზღვრე კლასებად ამ ქვეჯგუფში. G/H-ში შემოგვაქვს ტოპოლოგია შემდეგნაირად:

ვთქვათ, {Uα} არის ნულის მიდამოების სრული სისტემა G-ში. შეგვიძლია ვაჩვენოთ, რომ

{Uα +H} სისტემა აკმაყოფილებს ზემოთ მოყვანილ ოთხივე პირობას და თუ მოცემულ სისტე-

მას ავიღებთ G/H ჯგუფის ნულის მიდამოდ ე.ი H-ის. G/H გახდება ტოპოლოგიური ჯგუფი.

სამართლიანია შემდეგი წინადადება:

თეორემა 3.1. G ტოპოლოგიური ჯგუფის ყოველი ღია ქვეჯგუფი H არის ასევე ჩაკეტილი.

დამტკიცება. მართლაც, თუ H ღია ქვეჯგუფია მაშინ g +H-ც იქნება ღია ყოველი g ∈ G-თვის.

ავიღოთ ყველა მოსაზღვრე კლასების გაერთიანება რომლებიც არ თანაიკვეთება H-თან, მაშინ

მოცემული გაერთიანება იქნება ღია და რადგან H არის მოცემული გაერთიანების დამატება

მივიღებთ, რომ H არის ჩაკეტილი G-ში.

თეორემა 3.2. ვთქვათ, G აბელური ტოპოლოგიური ჯგუფი და ნულოვანი ელემენტის ყოველი

მიდამო შეიცავს ღია ქვეჯგუფს, მაშინ ნულოვანი ელემენტის ბმული კომპონენტი არის {0}.

დამტკიცება. მართლაც, A არის ნულის ბმული მიდამო G-ში. თუ A ̸= {0} (იხილეთ პირველი

თვისება) მაშინ არსებობს ნულის მიდამო U ისეთი, რომ U∩A ̸= A და რომელიც შეიცავს ღია V

ქვეჯგუფს. როგორც ზემოთ ვაჩვენეთ V არის ღია და ჩაკეტილი ერთდროულადG-ში. შესაბამი-

სად V ∩A არის ერთდროულად ჩაკეტილი და ღია A-ში, მაგრამ მისი დამატება A სიმრავლემდე

ე.ი A \ (V ∩ A) იქნება ასევე ჩაკეტილი და ღია A-ში. შესაბამისად მივიღეთ წინააღმდეგობა,

რომ A არის ნულოვანი ელემენტის ბმული კომპონენტი. ამით თეორემა დამტკიცებულია.

განსაზღვრება 3.11. ჯგუფს რომლის ნულოვენი ელემენტის ბმული კომპონენტი არის {0}

ეწოდება ნულგანზომილებიანი ჯგუფი.

ჩვენ დავამტკიცეთ, რომ თუ ტოპოლოგიურ G ჯგუფში ტოპოლოგია მოიცემა ქვეჯგუფების

საშუალებით მაშინG არის ნულგანზომილებიანი. მოცემული წინადადების შებრუნებული საზო-

გადოდ არაა სამართლიანი. მაგალითს წარმოადგენს Q რაციონალური რიცხვები ჩვეულებრივი

შეკრების ოპერაციის მიმართ.

ტიხონოვის თეორემა კომპაქტურ ჯგუფებთან დაკავშირებით წარმოადგენს ერთ-ერთ ძირი-

თად თეორემას რომელიც მდგომარეობს შემდეგში
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თეორემა 3.3. კომპაქტური ჯგუფების პირდაპირი ნამრავლი წარმოადგენს კომპაქტურ ჯგუფს.

შევნიშნოთ, ლოკალურად კომპაქტური ჯგუფის შემდეგი ძალიან მნიშვნელოვანი თვისება.

თეორემა 3.4. [24] ვთქვათG არისლოკალურად კომპაქტური ჯგუფი თვლადობის მეორე აქსი-

ომით და ამასთან ის არის ნულგანზომილებიანი, მაშინ ტოპოლოგია G სიმრავლეში შეიძლება

მოიცეს ქვეჯგუფების კლებადი მიმდევრობის სახით.

როგორც ზემოთ ვაჩვენეთ მოცემული წინადადების შებრუნებული სამართლიანია ყველა

ტოპოლოგიური ჯგუფისთვის. შესაბამისად ლოკალურად კომპაქტური ჯგუფის შემთხვევაში

ნაცვლად იმისა, რომ ვთქვათ ჯგუფი რომელზეც ტოპოლოგია მოიცემა ქვეჯგუფების ჯაჭვის

საშუალებით ვიტყვით, რომ არის ნულგანზომილებიანი ჯგუფი.

ვთქვათ, G არის ნულგანოზმილებიანი კომპაქტური აბელური ჯგუფი თვლადობის მეორე

აქსიომით. მაშინ ტოპოლოგია G-ზე მოიცემა ერთმანეთში ჩალაგებული ღია ქვეჯგუფების სა-

შუალებით:

G = U0 ⊃ U1 ⊃ ... ⊃ Un ⊃ ... .

თუ G კომპაქტურია მაშინ თითოეული Un ქვეჯგუფის მოსაზღვრე კლასების რაოდენობა

სასრულია. მართლაც, რადგან Un-ის მოსაზღვრე კლასების ერთობლიობა ქმნის G-ს ღია და-

ფარვას და რადგან ყოველი ღია დაფარვიდან გამოიყოფა სასრული ქვედაფარვა, ამიტომ Un-ის

მოსაზღვრე კლასების ერთობილობა სასრულია. შესაბამისად ყველა Un/Un+1 ფაქტორ-ჯგუფი

სასრულია. თუ საჭირო იქნება ჩვენ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ ყოველი ფაქტორ-ჯგუფი

Un/Un+1 არის ციკლური და მისი pn+1 რიგი არის მარტივი. ასეთ ქვეჯგუფთა კლებად მიმდევ-

რობას ჩვენ ვუწოდებთ მთავარს.

ყოველი n ∈ N-თვის ავარჩიოთ gn ელემენტი Un \ Un+1 სიმრავლიდან. ახლა, რადგან

Un/Un+1 ციკლური ჯგუფია pn+1 მარტივი რიგით ცხადია, pn+1gn ∈ Un+1 და agn /∈ Un+1 სადაც

a = 1, ..., pn+1−1. შესაბამისად ნებისმიერი ელემენტი g ∈ Un-დან შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ

შემდეგი სახით:

g = agn + h, h ∈ Un+1,

მართლაც, რადგან Un/Un+1 ჯგუფის ელემენტებს წარმოადგენენ შემდეგი სიმრავლეები

Un+1, gn + Un+1, ..., (pn+1 − 1)gn + Un+1,

და რადგან მოცემული წარმოადგენს Un-ის დაფარვას ამიტომ იარსებებს a, a = 0, 1, ..., pn+1−1

ისეთი, რომ g ∈ agn + Un+1. აქედან გამომდინარე იარსებებს h ∈ Un+1 ისეთი, რომ

g = agn + h.
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ვთქვათ, g ∈ G, მაშინ მიღებული ტოლობის გათვალისწინებით, მივიღებთ, რომ ყოველი m-

თვის სამართლიანია შემდეგი წარმოდგენა:

g =
m∑
s=0

asmgs + hm+1,

სადაც asm = 0, 1, ..., ps+1 − 1, და hm+1 ∈ Um+1. ადვილი დასანახია, რომ რადგან gn ∈ Un

და gn /∈ Un+1 ამიტომ თუ m < n მაშინ ყოველი s = 0, 1, ...,m-თვის asm = asn რაც იმას

ნიშნავს, რომ g-ს წარმოდგენაში asm რიცხვები არაა დამოკიდებული m-ზე. შესაბამისად asm-

ის ნაცვლად ჩვენ დავწერთ as და გვექნება:

g =

m∑
s=0

asgs + hm+1.

ახლა, რადგან
⋂∞

m=1 Um = {0}, და limm→∞ hm+1 = 0 ამიტომ მივიღებთ

g =

∞∑
s=0

asgs.

ესეიგი G ჯგუფის ნებისმიერი g ელემენტი შეიძლება წარმოდგეს ზემოთ მოყვანილი მწკრი-

ვის სახით. შებრუნებული დებულება გამომდინარეობს G ჯგუფის კომპაქტურობიდან ყოველი

ზემოთ მოყვანილი სახის მწკრივი კრებადია G ჯგუფის რაიმე g ელემენტისაკენ.

3.2 ლოკალურად კომპაქტური ჯგუფის მახასიათებლები

განსაზღვრება 3.12. (ჯგუფის მახასიათებელი) ვთქვათ G არის ჯგუფი ” · ” ოპერაციით. თუ

კომპლექსურ მნიშვნელობებიანი ფუნქცია χ : G→ C G-ზე აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს

� χ(x · y) = χ(x)χ(y) ყოველი x, y ∈ G-თვის,

� ∃M > 0 ისეთი, რომ |χ(x)| ≤M, და χ(x) ̸= 0 ყოველი x ∈ G-თვის,

მაშინ ვიტყვით, რომ χ არის G ჯგუფის მახასიათებელი.

G ჯგუფის χ მახასიათებელს აქვს შემდეგი თვისებები:

თეორემა 3.5. ვთქვათ, χ : G → C არის G ჯგუფის მახასიათებელი მაშინ ის არის არანულო-

ვანი ჰომომორფიზმი G ჯგუფიდან შემდეგ მულტიპლიკაციურ ჯგუფში

T = {z = e2πix ∈ C : 0 ≤ x < 1},

ეს ნიშნავს, რომ G ჯგუფის χ მახასიათებელს აქვს შემდეგი თვისებები

� χ(x · y) = χ(x)χ(y), ყოველი x, y ∈ G-თვის,

� |χ(x)| = 1, ყოველი x ∈ G-თვის.
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ახლა მოვიყავნოთ ლოკალურად კომპაქტური აბელური ჯგუფის მახასიათბლის განსაზღვრე-

ბა და ჩამოვაყალიბოთ რამდენიმე მასთან დაკავშირებული ძირითადი თვისება

განსაზღვრება 3.13. ვთქვათ, (G,+) არის ლოკალურად კომპაქტური აბელის ჯგუფი თუ χ :

G→ C აკმაყოფილებს შემდეგ თვისებებს:

� ყოველი x1, x2 ∈ G-თვის χ(x1 + x2) = χ(x1)χ(x2),

� ყოველი x ∈ G-თვის |χ(x)| = 1.

მაშინ ვიტყვით, რომ χ არის G ჯგუფის მახასიათებელი.

თეორემა 3.5-დან გამომდინარე χ : G→ T, სადაც

T = {z ∈ C : |z| = 1},

და T არის ერთეულოვანი წრეწირი C კომპლექსურ სიბრტყეზე, უფრო მეტიც ის წარმოადგენს

ჯგუფს გამრავლების ოპერაციის მიმართ.

განსაზღვრება 3.14. ვთქვათ, (G,+) არის ლოკალურად კომპაქტური აბელის ჯგუფი. შემო-

ვიღოთ აღნიშვნა

ΓG = {χ : χ არისGჯგუფის უწყვეტი მახასიათებელი},

შემოვიტანოთ ΓG-ზე × ოპერაცია შემდეგნაირად

(χ1 × χ2)(x) = χ1(x)χ2(x), ყოველიχ1, χ2 ∈ ΓG და ყოველიx ∈ G.

სიმრატივისთვის ”×” სიმბოლოს ნაცვლად გამოვიყენებთ ” ·” სიმბოლოს. ადვილი დასანახია,

რომ ΓG წარმოადგენს აბელის ჯგუფს × ოპერაციის მიმართ და მას G ჯგუფის მახასიათე-

ბელთა ჯგუფი ეწოდება ან G ჯგუფის დუალური ჯგუფი. ახლა ჩამოვაყალიბოთ პონტრიაგინის

დუალობის კარგად ცნობილი თეორემა რომელიც გვაძლევს ΓG ჯგუფის მნიშვნელოვან დახა-

სიათებას.

თეორემა 3.6. ვთქვათ (G,+) არის ტოპოლოგიური აბელური ჯგუფი რომელიც ასევე არის

ჰაუსდორფის. მაშინ სამართლიანია შემდეგი წინადადებები:

� თუ G არის კომპაქტური ჯგუფი, მაშინ ΓG წარმოადგენს დისკრეტულ ჯგუფს, და თუ G

არის დისკრეტული მაშინ ΓG არის კომპაქტური.

� თუ G არის ლოკალურად კომპაქტური ჯგუფი, მაშინ ΓG არის ლოკალურად კომპაქტური,

უფრო მეტიც ΓG და G არიან ტოპოლოგიურად იზომორფულები, ეს ნიშნავს, რომ ლო-

კალურად კომპაქტური აბელური ჯგუფი რომელიც ამასთან ერთად არის ჰაუსდორფის

თვით შეუღლებადია.
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4 სივრცეები ზომით

მოცემულ თავში მოკლედ მიმოვიხილავთ ზომად სივრცეებს და მოვიყვანთ მასთან დაკავშირე-

ბულ ძირითად თეორემებს.

ვთქვათ X არის არაცარიელი სიმრავლე. ალგებრა X-ზე ეს არის X-ის არაცარიელი ქვე-

სიმრავლეთა ოჯახი A ისეთი, რომ ის ჩაკეტილია სასრული გაერთიანებებისა და დამატების

მიმართ. სხვა სიტყვებით, თუ E1, ..., En ∈ A, მაშინ
⋃n

1 Ej ∈ A და თუ E ∈ A მაშინ Ec ∈ A.

σ-ალგებრა ეს არის ალგებრა რომელიც ჩაკეტილია თვლადი გაერთიანებების მიმართ. ადვი-

ლი შესამჩნევია, რომ ალგებრა ჩაკეტილია სასრული თანაკვეთების მიმართ. უფრო მეტიც, თუ

A არის ალგებრა მაშინ Ø ∈ A და X ∈ A. ასევე მნიშვნელოვანია ვახსენოთ, რომ σ-ალგებრა

ჩაკეტილია თვლადი თანაკვეთების მიმართ.

მაგალითები: ვთქვათ, X არის ნებისმიერი სიმრავლე, მაშინ P(X) და {Ø, X} არის σ-

ალგებრა. თუ X არის არათვლადი მაშინ

A = {E ⊆ X : E არის თვლადი ანEc არის თვლადი } ,

არის σ-ალგებრა, რომელსაც ეწოდება თვლადი და კო-თვლადი სიმრავლეების σ-ალგებრა.

მარტივი დასანახია, რომ X-ზე σ-ალგებრების თანაკვეთა ასევე არის σ-ალგებრა. აქედან გა-

მომდინარეობს, რომ ყოველი E ⊆ P(X)-თვის არსებობს ერთადერთი უმცირესი σ-ალგებრა

რომელიც მოიცავს E-ს და რომელსაც აღვნიშნავთ M(E) სიმბოლოთი. კერძოდ, ეს არის E-ს

მომცველი σ-ალგებრების თანაკვეთა. მოვიყავნოთ შემდეგი ძალიან მნიშვნელოვანი ლემა:

ლემა 4.1. თუ E ⊆ M(F) მაშინ M(E) ⊆ M(F).

ახლა მოვიყვანოთ ზომის განსაზღვრება.

ვთქვათ, X-ზე მოცემული გვაქვს M σ-ალგებრა. ზომა M-ზე ან მარტივად X-ზე ეს არის

ფუნქცია µ : M → [0,∞] ისეთი, რომ

� µ(Ø) = 0,

� თუ {Ej}∞1 არის თანაუკვეთ სიმრავლეთა ოჯახი M-დან, მაშინ µ(
⋃∞

1 Ej) =
∑∞

1 µ(Ej),

მეორე თვისებას ეწოდება თვლადად ადიციურიობა. საიდანაც გამომდინარეობს სასრულად

ადიციურობა.

� თუ E1, ..., En არიან თანაუკვეთი სიმრავლეები M-დან მაშინ µ(
⋃n

1 Ej) =
∑n

1 µ(Ej).

ფუნქცია µ რომელიც აკმაყოფილებს პირველ და მესამე თვისებას ეწოდება სასრულად ადიცი-

ური ზომა.
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თუ X არის მოცემული სიმრავლე და M ⊆ P(X) არის σ-ალგებრა, მაშინ (X,M)-ს ეწოდე-

ბა ზომადი სივრცე და M-ს სიმრავლეებს ეწოდება ზომადი სიმრავლეები. თუ µ არის ზომა

(X,M)-ზე, მაშინ (X,M, µ)-ს ეწოდება სივრცე ზომით.

ვთქვათ, (X,M, µ) არის სივრცე ზომით. თუ µ(X) <∞ მაშინ µ-ს ეწოდება სასრული ზომა.

თუ X =
⋃∞

1 Ej სადაც Ej ∈ M და µ(Ej) <∞ ყოველი j-თვის მაშინ µ-ს ეწოდება σ-სასრული.

თუ ყოველი E ∈ M-თვის რომელისთვისაც µ(E) = ∞ არსებობს F ∈ M ისეთი, რომ F ⊂ E

და 0 < µ(F ) <∞, მაშინ µ-ს ეწოდება ნახევრად სასრული.

ახლა მოვიყვანოთ, ზომის თეორიაში ერთ-ერთი მნიშვნელოვანი თეორემა

თეორემა 4.1. ვთქვათ, (X,M, µ) არის სივრცე ზომით მაშინ

� მონოტონურობა: თუ E,F ∈ M და E ⊆ F , მაშინ µ(E) ≤ µ(F ),

� ნახევრად ადიციურობა: თუ {Ej}∞1 ⊆ M, მაშინ µ(
⋃∞

1 Ej) ≤
∑∞

1 µ(Ej),

� ქვემოდან უწყვეტობა:თუ {Ej}∞1 ⊆ MდაE1 ⊆ E2 ⊆ ..., მაშინ µ(
⋃∞

1 Ej) = limj→∞ µ(Ej),

� ზემოდან უწყვეტობა: თუ {Ej}∞1 ⊆ M და E1 ⊇ E2 ⊇ ..., და µ(E1) < ∞, მაშინ

µ(
⋂∞

1 Ej) = limj→∞ µ(Ej).

თუ µ(E) = 0 და F ⊆ E, მაშინ µ(F ) = 0 მოცემული გამომდინარეობს მონოტონურობის

ძალით თუ F ∈ M მაგრამ საზოგადოდ არ გამომდინარეობს რომ F ∈ M. ზომა რომლის

განსაზღვრის არე მოიცავს ყველა ნული ზომის ყველა ქვესიმრავლეს ეწოდება სრული.

ვთქვათ, X არის ტოპოლოგიური სივრცე. σ-ალგებრას რომელიც წარმოქმნილია X-ში ღია

სიმრავლე ოჯახით ეწოდება ბორელის σ-ალგებრა და აღინიშნება BX სიმბოლოთი და მის

ელემენტებს ბორელის სიმრავლეები ეწოდება.

განსაზღვრება 4.1. ტოპოლოგიური სივრცე ზომით ეს არის (X,M, µ) სივრცე ზომით სადაც

X არის ტოპოლოგიური სივრცე და M არის ბორელის σ-ალგებრა. ე.ი M = BX .

განსაზღვრება 4.2. ვთქვათ, (X,M, µ) არის ტოპოლოგიური სივრცე ზომით. µ ზომას ეწოდება

ბორელის ზომა მაშინ და მხოლოდ მაშინ როდესაც X არის ჰაუსდორფის.

შენიშვნა 4.1. მოცემულ განსაზღვრებაში იმიტომ მოვითხოვეთ დამატებით T2 აქსიომა, რომ

მოცემულ სამაგისტრო ნაშრომში შეხება გვექნება ჰაუსდორფის ტოპოლოგიურ სივრცეებთან.

განსაზღვრება 4.3. ვთქვათ, (X,M, µ) არის ტოპოლოგიური სივრცე ზომით. ვიტყივით, რომ

µ არის რეგულარული ან რეგულარული ბორელის ზომა მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა

� ყოველი K ⊂ X კომპაქტისთვის, µ(K) <∞ ,

� ყოველი A ∈ M-თვის, µ(A) = inf{µ(U) : U ღიაა დაA ⊂ U},
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� ყოველი U ∈ M ღია სიმრავლისთვის, µ(U) = sup{µ(K) : K კომპაქტია დაK ⊂ U}.

მეორე თვისებას ეწოდება ზომის გარე რეგულარობა, ხოლო მესამეს - შიდა რეგულარობა.

განსაზღვრება 4.4. ვთქვათ, (G,+) არის ტოპოლოგიური ჯგუფი. მარცხენა ჰაარის ზომა (შე-

საბამისად მარჯვენა ჰაარის ზომა)G-ზე ეწოდება არანულოვან რეგულარულ ბორელის µ ზომას

G-ზე რომლისთვისაც µ(g+A) = µ(A) (შესაბამისად µ(A+ g) = µ(A)) ყოველი g ∈ G-თვის და

ყოველი ზომადი A სიმრავლისათვის G-დან.

ისტორიულად ჰაარის ზომა პირველად წარმოდგენილი იყო ჰაარის მიერ [14] 1933 წელს.

მან მოცემულ სტატიაში დაამტკიცა ჰაარის ზომის არსებობა ყოველი ლოკალურად კომპაქტურ

ჯგუფისათვის, თვლადობის მეორე აქსიომით. მოცემული შედეგის განზოგადება ნებისმიერ ლო-

კალურად კომპაქტურ ჯგუფზე ეკუთვნის ვეილს [29], ამორჩევის აქსიომის გამოყენებით. ამორ-

ჩევის აქსიომის გამოყენების გარეშე დებულება დამტკიცებული იყო კარტანის [6] და ბრედონის

[4] მიერ და გამარტივებული ვერსია ალფსენის მიერ [3]-ში.

თეორემა 4.2. ვთქვათ (G,+) არის ლოკალურად კომპაქტური ჯგუფი. მაშინ არსებობს მარ-

ჯვენა ჰაარის ზომა G-ზე.

ჰაარის ზომაზე საუბრისას აუცილებელია მითითებული იყოს ის მარჯვენაა თუ მარცხენა

რადგან განვასხვავოთ რომელი გადატანის მიმარათ არის ინვარიანტული. რადგან თუ ჯგუფი

არაა აბელური მაშინ g +A საზოგადოდ არ დაემთხვევა A+ g-ს. თუმცა შეგვიძლია ვაჩვენოთ,

რომ მოცემული ლოკალურად კომპაქტური ჯგუფისთვის მარცხენა ჰაარის ზომის არსებობა

ექვივალენტურია მარჯვენა ჰაარის ზომის არსებობის მოცემულ ჯგუფზე.

თეორემა 4.3. ვთქვათ, (G,+) არის ლოკალურად კომპაქტური ჯგუფი და µ და ν არის ორი

მარჯვენა ჰაარის ზომა G-ზე. მაშინ არსებობს დადებითი ნამდვილი რიცხვი c ისეთი, რომ ν =

cµ.

მოცემული თეორემები გამოყენებული იყო ნეიმანის მიერ [20] რომელმაც მოცემული ზომის

არსებობა გამოიყენა ჰილბერტის მეხუთე პრობლემის გადასაჭრელად კომპაქტური ჯგუფების

შემთხვევაში. მოცემული თეორემებს პირდაპირი გამოყენება აქვს ინტეგრების თეორიაში და

ფურიეს ანალზში.
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5 Zp და Gm ჯგუფები

5.1 ვილენკინის ჯგუფი

ვთქვათ, m := {mi}i∈N არის დადებითი მთელი რიცხვების მიმდევრობა ისეთი, რომ mi ≥ 2,

ყოველი i ∈ N-თვის. Zmk
:= {0, 1, ...mk − 1}-ით აღვნიშნოთ ნაშთთა კლასი მოდულით mk.

განვსაზღვროთ Gm როგორც მოცემული Zmk
ჯგუფების პირდაპირი ნამრავლი, ე.ი

Gm =
∞∏
k=0

Zmk
,

ანუ Gm ჯგუფის ელემენტებს აქვს სახე x = (x0, x1, ..., xn, ...), xk ∈ Zmk
. Gm-ზე ოპერაცია

განისაზღვრება შემდეგნაირად

(a0, a1, ..., an, ...) + (b0, b1, ..., bn, ...) = (a0 ∔ b0, a1 ∔ b1, ..., an ∔ bn, ...),

სადაც

ak ∔ bk = (ak + bk)mod(mk),

ტოპოლოგია Gm-ზე მოიცემა ერთმანეთში ჩალაგებული ქვეჯგუფების საშუალებით

I0 = G, Ik =

k−1∏
i=0

{0} ×
∞∏
i=k

Zmi , k = 1, 2, ....

ცხადია, გვაქვს ჩალაგება

G = I0 ⊃ I1 ⊃ ... ⊃ In ⊃ ... .

Gm ზემოთ მოყვანილი ტოპოლოგიით და შეკრების ოპერაციით წარმოადგენს კომპაქტურ აბე-

ლურ ტოპოლოგიურ ჯგუფს (იხ. [2]), რომელსაც ვილენკინის ჯგუფი ეწოდება. თუ m მიმდევ-

რობა შემოსაზღვრულია, მაშინ Gm-ს ეწოდება შემოსაზღვრული ვილენკინის ჯგუფი, სხვა

შემთხვევაში შემოუსაზღვრელი. ჩვენ მოცემულ სამაგისტრო ნაშრომში განვიხილავთ, მხო-

ლოდ შემოსაზღვრულ ვილენკინის ჯგუფს. ადვილი დასანახია, რომ Gm არის ნულგანზომი-

ლებიანი. შემოვიღოთ აღნიშვნა In(x) := x + In რომელიც წარმოადგენს x ∈ Gm წერტილის

მიდამოს. ცხადია,

In(x) := x+ In = {y ∈ Gm : xi = yi, 0 ≤ i ≤ n− 1}.

განვსაზღვროთ, რიცხვთა განზოგადებული სისტემა m-ის საშუალებით შემდეგნაირად:

M0 := 1,Mk+1 := mkMk (k ∈ N),

მაშინ ყოველი n ∈ N ერთადერთი გზით შეიძლება წარმოდგეს შემდეგი სახით:

n =

∞∑
j=0

njMj , nj ∈ Zmj (j ∈ N+),
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და მხოლოდ სასრული რაოდებნობა nj განსხვავდება ნულისაგან. ვთქვათ n, k ∈ N+ და

n =

∞∑
j=0

njMj , k =

∞∑
j=0

kjMj .

განვსაზღვროთ შემდეგი ოპერაცია

n+̂k =

∞∑
j=0

(nj ∔ kj)Mj .

Gm-ში ღია სიმრავლეებით მოჭიმული ბორელის σ-ალგებრა აღვნიშნოთ B(Gm)-ით. თეორე-

მა 4.2-ის ძალით არსებობს ერთადერთი ჰაარის µ : B(Gm) → [0,∞] ზომა Gm ისეთი, რომ

µ(Gm) = 1. მარტივი საჩვენებელია, რომ µ(In(x)) = 1/Mn (იხ. [23]).

Lp(Gm)-ით სადაც 1 ≤ p < ∞ აღვნიშნოთ ისეთ f : Gm → C ფუნქციათა ერთობლიობა,

რომ f ზომადია B(Gm)-ს მიმართ და

∥f∥pp =
∫
Gm

|f |p dµ <∞.

∥f∥p განსაზღვრავს ნორმას Lp(Gm), 1 ≤ p < ∞ სივრცეზე და მოცემული სივრცე ამ ნორმის

მიმართ წარმოადგენს ბანახის სივრცეს.

ვილენკინის Gm ჯგუფს მჭიდრო კავშირი აქვს [0, 1) ინტერვალთან. Qm-ით აღვნიშნოთ რა-

ციონალური რიცხვები რომელთაც აქვთ jM−1
n ფორმა სადაც, 0 ≤ p ≤ Mn − 1 რაიმე j, n ∈ N-

თვის. ნებისმიერი x ∈ [0, 1) შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგი სახით

x =
∞∑
k=0

xk
Mk+1

, სადაც xk ∈ Zmk
. (1)

ყოველი x ∈ [0, 1) \ Qm-თვის მოცემული წარმოდგენა ერთადერთია. როცა x ∈ Qm მაშინ

ადგილი აქვს ორ წარმოდგენას. პირველი რომელშიც მხოლოდ სასრული რაოდენობა კოორ-

დინატებისა განსხვავდება ნულისაგან და მეორე რომელშიც x-ის წარმოდგენაში ნულისგან

განსხვავებული კოორდინატების რაოდენობა არაა სასრული. ჩვენ ზემოთ მოყვანილი წარ-

მოდგენისთვის ვირჩევთ პირველს. G0-ით აღვნიშნოთ ისეთი ელემენტები Gm-დან, რომელ-

თა კოორდინატები ე.ი xk-ები რაღაც ადგილიდან დაწყებული ნულის ტოლია. ახლა თუ ასეთი

x = (x0, , , xn ̸= 0, 0, 0, ...) ∈ Gm ელემენტისთვის განვიხილავთ

x∗ = (x0, ..., xn,mn+1 − 1,mn+2 − 1, ...),

და ასეთი ტიპის ელემენტებს აღვნიშნავთ G0
∗ მაშინ ასახვა ρ : [0, 1) → Gm განსაზღვრული

ტოლობით

ρ(x) = (x0, x1, ....),

სადაც x აქვს წარმოდგენა (1). მაშინ ρ არის ბიექცია [0, 1) ინტერვალსა და Gm \ G0
∗-ს შორის.

მოცემულ საკითხთან დაკავშირებით მეტი ინფორმაციისთვის იხილეთ [23].
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ახლა განვიხილოთ Gm-ზე ორთონორმირებული სისტემა რომელსაც ეწოდება ვილენკინის

სისტემა. პირველ რიგში განვსაზღვროთ კომპლექსურ მნიშვნელობებიანი ფუნქიცა rk (x) :

Gm → C, რომელსაც რადემახერის განზოგადებული ფუნქცია ეწოდება შემდეგნაირად:

rk (x) := exp (2πixk/mk) ,
(
i2 = −1, x ∈ Gm, k ∈ N

)
.

განვსაზღვროთ ვილენკინის სისტემა ψ := (ψn : n ∈ N), Gm-ზე შემდეგნაირად:

ψn(x) :=

∞∏
k=0

rnk
k (x) , სადაც n =

∞∑
j=0

njMj .

როცა m ≡ 2. მაშინ მოცემულ სისტემას ჩვენ უოლშ-პელის სისტემა ეწოდება. კარგად არის

ცნობილი, რომ ვილენკინის სისტემა წარმოადგენს ორთონორმირებულ სისტემას Gm ჯგუფზე.

ვილენკინის ფუნქციებს აქვს შემდეგი თვისებები

თეორემა 5.1. ვთქვათ, n, k ∈ N მაშინ

|ψn(x)| = 1, x ∈ Gm,

ψn(x+ y) = ψn(x)ψn(y), x, y ∈ Gm,

ψn(−x) = ψn(x), x ∈ Gm,

ψn+̂k(x) = ψn(x)ψk(x), x, y ∈ Gm.

თეორემა 5.2. ვილენკინის ფუნქციები წარმოადგენენ Gm ჯგუფის მახასიათებლებს და პირი-

ქით Gm-ის ყოველ მახასიათებელს აქვს შემდეგი სახე:

ψn(x) :=
∞∏
k=0

rnk
k (x) , (n ∈ N) .

ვთქვათ, f ∈ L1(Gm). განვსაზღვროთ f ფუნქციის ფურიეს კოეფიციენტი, ფურიეს მწკრივის

n-ური კერძო ჯამი და დირიხლეს გული

f̂(k) =

∫
Gm

fψ̄k dµ, n ∈ N,

Sn(f) =
n−1∑
k=0

f̂(k)ψk, n ∈ N+,

Dn =
n−1∑
k=0

ψk, n ∈ N+.

5.2 Zp ჯგუფი

ახლა ავაგოთ ნულგანზომილებიანი კომპაქტური ტოპოლოგიური აბელირი ჯგუფი, რომელიც

განსხვავდება ციკლური ჯგუფების პირდაპირი ნამრავლისაგან. ვთქვათ p არის მარტივი რიცხვი
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და x ∈ Q, x ̸= 0, სადაც Q რაციონალური რიცხვების სიმრავლე. ვთქვათ, x ისეთია, რომ

სამართლია შემდეგი წარმოდგენა x = pγ(x)mn , სადაც γ = γ(x) ∈ Z და m,n ∈ Z არცერთი

არ იყოფა p-ზე, მაშინ |x|p := p−γ(x). როცა x = 0 მაშინ |0|p = 0. |x|p სიდიდეს აქვს მოდულის

ყველა თვისება, ასევე ადგილი აქვს ტოლობას |xy|p = |x|p|y|p. დამატებით | · |p-ს გააჩნია

შემდეგი თვისება

|x+ y|p ≤ max(|x|p, |y|p). (2)

Qp ველი განისაზღვრება როგორც Q-ს გასრულება | · |p ნორმის მიმართ. ყოველი x ∈ Qp,

x ̸= 0, ერთადერთი გზით წარმოდგება შემდეგი სახით

x = pγ(x0 + x1p+ x2p
2 + ...+ xkp

k + ...), (3)

სადაც γ = γ(x) ∈ Z, და 0 ≤ xj ≤ p−1, j ∈ Z+, და x0 ̸= 0. (3) წარმოდგენიდან გვაქვს, რომ

|x|p = p−γ . Qp არის ველი და |x|p ველის მოდული Qp-ზე, რომლისთვისაც შესრულებულია (2).

x, y ∈ Qp ელემენტების შეკრება განისაზღვრება შემდეგნაირად, ვთქვათ

x =

∞∑
k=α

akp
k, y =

∞∑
k=β

bkp
k,

მაშინ

x+ y =
∞∑
k=γ

ckp
k, γ = min(α, β),

სადაც
n∑

k=α

akp
k +

n∑
k=γ

bkp
k =

n∑
k=γ

ckp
k (mod pn+1), ∀n ≥ γ.

Qp ველი არის კომუტაციური ჯგუფი მოცემული შეკრების ოპერაციის მიმართ. ვთქვათBk(x0) =

{x ∈ Qp : |x − x0| ≤ pk} და Sk(x0) = {x ∈ Qp : |x − x0| = pk}, k ∈ Z. მაშინ Bk =

Bk(0) არის ღია და კომპაქტური ჯგუფი შეკრების მიმართ. Bk = Bk(0) წარმოქმნის ნულის

მიდამოთა ბაზას. Bk/Bk+1 შეიცავს Bk+1(a) = a+ Bk+1 ტიპის p ცალ ელემენტს. შემოვიღოთ

აღნიშვნა Zp := B0. Zp-ს ეწოდება p-ადიკურ მთელ რიცხვთა ჯგუფი. შევნიშნოთ, რომ Bk

ქმნის ერთმანეთში ჩალაგებულ ქვეჯგუფთა მიმდევრობას. საიდანაც გამომდინარეობს, რომ

Zp არის ნულგანზომილებიანი ჯგუფი ზემოთ მოყვანილი ოპერაციის მიმართ. რადგან Qp არის

ლოკალურად კომპაქტური აბელური ჯგუფი (იხ. [2]) ამიტომ თეორემა 4.2-ის ძალით არსებობს

ჰაარის ზომა µ ისეთი, რომ µ(B0) = µ(Zp) = 1.

განვსაზღვროთ p-ადიკური x ∈ Qp-ის წილადი ნაწილი შემდეგნარიად

{x}p =


0, თუ γ ≥ 0 ან x = 0;

pγ
∑|γ|−1

j=0 xjp
j , თუ γ < 0.
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შევნიშნოთ, რომ n ∈ N, შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც Qp-ს ელემენტი. ვთქვათ, n ∈ Z

აქვს შემდეგი წარმოდგენა

n =

α(n)∑
j=0

njp
j .

განვიხილოთ ფუნქცია

u(n) =

α(n)∑
j=0

njp
−j−1,

x ∈ Zp-თვის განვსაზღვროთ

ψn(x) = exp(2πi{u(n)x}p), (4)

(4) განსაზღვრებიდან ვხედავთ, რომ ადგილი აქვს შემდეგ ტოლობებს

ψn(x+ y) = ψn(x)ψn(y), ψn(x− y) = ψn(x)ψn(y), n ∈ Z+, x, y ∈ Zp,

და |ψn(x)| = 1. ასევე ψn ყოველი n ∈ Z+-თვის არის უწყვეტი Zp-ზე. რაც იმას ნიშნავს, რომ

ψn-ები არიან Zp ჯგუფის მახასიათებლები. უფრო მეტიც Zp ჯგუფის ნებისმიერ მახასიათებელს

აქვს (4) სახე. ცნობილია, რომ {ψn}∞n=0 არის ორთონორმირებული სისტემა Zp-ზე.

მოცემულ შემთხვევაშიც განისაზღვრება რადემახერის ფუნქციის ანალოგები შემდეგნაი-

რად φn(x) = exp(2πi{p−nx}p), n ∈ N, φ0(x) ≡ 0. მაშინ (4) შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგი

სახით ψn(x) =
∏α(n)

j=0 φ
nj

j+1(x). აღვნიშნოთ ასევე რადემახერის ფუნქციების ძალიან მნიშვნე-

ლოვანი თვისება, რომელსაც ადგილი არ აქვს ვილენკინის სისტემის შემთხვევაში, მდგომარე-

ობს შემდეგში φp
n = φn−1(x). მოცემული სისტემის ძირითადი თვისებები შესწავლილია [11]-ში.

მოცემული სისტემის მიმართ ანალოგიურად განისაზღვრება f ∈ L1(Zp) ფუნქციის ფურიეს კო-

ეფიციენტები, ფურიეს მწკრივის n-ური რიგის კერძო ჯამი და დირიხლეს გული.
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6 Lpω(Gm), L
p(·)(Gm) სივრცეები და ვილენკინის სისტემა

ვთქვათ, {mi} მიმდევრობა შემოსაზღვრულია. ვატარიმ [19] აჩვენა, რომ თუ f ∈ Lp(Gm), 1 <

p <∞,

lim
n→∞

∫
Gm

|Snf − f |p dµ = 0.

იუნგმა [31], შიფმა [25] და საიმონმა [26] დამოუკიდებლად აჩვენეს, რომ ვილენკინ-ფურიეს

მწკრივის n-ური რიგის კერძო ჯამები ნორმით კრებადია მაშინაც კი როდესაც {mi} მიმდევრობა

შემოუსაზღვრელია.

{Ik} იყოს Gm ჯგუფის ქვეჯგუფთა შემდეგი მიმდევრობა:

I0 = Gm, Ik =
k−1∏
i=0

{0} ×
∞∏
i=k

Zmi , k = 1, 2, ... .

[0, 1] ინტერვალზე Ik ქვეჯგუფის მოსაზღვრე კლასებს აქვს შემდეგი სახე [jM−1
k , (j+1)M−1

k ], j =

0, 1, ...,Mk − 1. F -ით აღვნიშნოთ განზოგადებული ინტერვალების სიმრავლე. მოცემული სიმ-

რავლე შედგება [0, jM−1
k+1], k = 0, 1, ..., j = 1, ...,mk. ინტერვალების ყველა შესაძლო გადატა-

ნებისაგან. შევნიშნოთ, რომ I ∈ F

� თუ რაიმე x ∈ Gm და k-თვის, I ⊂ Ik(x),

� I არის Ik+1 მოსაზღვრე კლასების გაერთიანება,

� თუ განვიხილავთ Ik(x) როგორც წრეწირს და I არის ინტერვალი.

შემოვიღოთ აღნიშვნა F−1 = {Gm}. Fk, k = 0, 1, ... იყოს ყველა I ∈ F ისეთი, რომ I არის

Ik-ს მოსაზღვრე კლასების საკუთრივი ქვესიმრავლე ან და I არის Ik+1-ს მოსაზღვრე კლასების

გაერთიანება. Fk სიმრავლეები თანაუკვეთია და F =
⋃∞

k=−1Fk.

ვთქვათ, I ∈ F , განვსაზღვროთ 3I ∈ F შემდეგნაირად: თუ I = Gm მაშინ 3I = Gm. თუ

I ∈ Fk, k = 0, 1, ... მაშინ არსებობს x ∈ Gm ისეთი, რომ I ⊂ Ik(x). თუ µ(I) ≥ µ(Ik)
3 , მაშინ

3I = Ik(x) და თუ µ(I) < µ(Ik)
3 , მაშინ განვიხილოთ Ik(x) როგორც წრეწირი, მაშინ I არის

ამ წრეწირზე ინტერვალი. 3I ∈ Fk იყოს ინტერვალი ამ წრეწირზე რომელიც შეიცავს I-ს მის

ცენტრში და აქვს ზომა µ(3I) = 3µ(I). ყველა შემთხვევაში თუ I ∈ F , µ(3I) ≤ 3µ(I).

ვიტყვით, რომ ω არის წონა Gm-ზე თუ ω არის ზომადი და 0 < ω(x) <∞ თითქმის ყველგან.

Lp
ω(Gm), 1 ≤ p < ∞-თი აღვნიშნოთ ყველა f : Gm → C ზომად ფუნქციათა ერთობლიობა

Gm-ზე, რომელთათვისაც

∥f∥p,ω =

(∫
G
|f |pω dµ

)1/p

<∞,

მოცემული სივრცე წარმოადგენს ბანახის სივრცეს ∥f∥p,ω ნორმით.
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განსაზღვრება 6.1. (i) ვიტყვით, რომ ω აკმაყოფილებს Ap(Gm) პირობას, 1 < p <∞, თუ

[ω]Ap = sup
i∈F

(
1

µ(I)

∫
I
ω dµ

)(
1

µ(I)

∫
I
ω−1/(p−1) dµ

)p−1

<∞. (5)

(ii) იტყვით, რომ ω აკმაყოფილებს A1(Gm) პირობას თუ

[ω]A1 = sup
i∈F

1

µ(I)

∫
I
ω dµ(essinf

I
ω(x))−1 <∞.

როცა ω(x) = 1, x ∈ Gm, მაშინ ვიღებთ კლასიკურ Lp(Gm) ლებეგის სივრცეს. მარტივი და-

სანახია, რომ, თუ 1 < p <∞, ω ∈ Ap(Gm) მაშინ Lp
ω(Gm) ⊂ L1(Gm). ვთქვათ, ω ∈ Ap(Gm), 1 ≤

p <∞, და p < q <∞ მაშინ ω ∈ Aq(Gm).

გოსელინმა [13] (როცა supimi < ∞) და იუნგმა [30] ({mi}-ზე შეზღუდვის გარეშე) დაახა-

სიათეს ყველა ω წონა ისეთი, რომ თუ f ∈ Lp
ω(Gm), 1 < p < ∞, მაშინ Snf კრებადია f -სკენ

Lp
ω(Gm)-ში. იმ შემთხვევაში როდესაც supimi < ∞ გოსელინმა [13] განსაზღვრა Ap(Gm) პი-

რობა როგორც (5) პირობა, სადაც (5) სრულდება ყოველი I-თვის რომელიც წარმოადგენს

Ik, k = 0, 1, ...-ს მოსაზღვრე კლასებს. ამ შემთხვევაში Ap პირობა იუნგის და გოსელინის შემ-

თხვევაში ექვივალენტურია ([30]).

თეორემა 6.1. [30] ვთქვათ, ω არის წონა Gm-ზე. მაშინ 1 < p < ∞,-თვის შემდეგი წინადადე-

ბები ერთმანეთის ექვივალენტურია:

(i) ω ∈ Ap(Gm);

(ii) არსებობს მუდმივი C, დამოკიდებული მხოლოდ ω-ზე და p-ზე, ისეთი, რომ ყოველი f ∈

Lp
ω(Gm)-თვის გვაქვს ∫

Gm

|Snf |p ω dµ ≤ C

∫
Gm

|f |p ω dµ;

(iii) ყოველი f ∈ Lp
ω(Gm)-თვის გვაქვს

lim
n→∞

∫
Gm

|Snf − f |p ω dµ = 0.

მოვიყვანოთ ცვლად მაჩვენებლიანი ლებეგის სივრცის განსაზღვრება. ვთქვათ, p(·) : Gm →

[1,∞) არის ზომადი ფუნქცია. ცვლად მაჩვენებლიანი Lp(·)(Gm) ლებეგის სივრცე არის ყველა

ზომადი ფუნქციების ერთობლიობა ისეთი, რომ რაიმე λ > 0-თვის

ρp(·)(f/λ) =

∫
Gm

(|f(x)| /λ)p(x) dµ <∞.

Lp(·)(Gm) წარმოადგენს ბანახის სივრცეს ლუქსემბურგის ნორმით

∥f∥p(·) = inf{λ > 0 : ρp(·)(f/λ) ≤ 1}.
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შემოვიღოთ აღნიშვნები: p−(I) = essinfx∈I p(x) და p+(I) = esssupx∈I p(x), სადაც I ⊂ Gm.

თუ I = Gm მაშინ სიმარტივისთვის გამოვიყენებთ აღნიშვნებს p−, p+. p′(·) აღნიშნავს p(·)

ფუნქციის შეუღლებულ ფუნქციას ე.ი 1/p(x) + 1/p′(x) = 1 (x ∈ Gm). მოცემულ ნაშრმოში C, c

აღნიშნავს აბსოლუტურ მუდმივებს და შეიძლება განსხვავდებოდეს კონტექსტის მიხედვით, χA

აღნიშნავს A სიმრავლის მახასიათებელ ფუნქციას.

უოლშ-ფურიეს მწკრივის კრებადობა Lp(·)([0, 1)) სივრცეში შესწავლილი იყო ჟიაოს მიერ

[15]. C log
d -ით აღვნიშნოთ ყველა p(·) : [0, 1) → [1,∞), ფუნქციების ერთობლიობა რომლისთვი-

საც არსებობს დადებითი მუდმივი C ისეთი, რომ

|I|p−−p+ ≤ C,

ყოველი ორობითი I = [k2−n, (k+1)2−n) (k, n ∈ N, 0 ≤ k < 2n), სადაც |I| აღნიშნავს I ინტერ-

ვალის ლებეგის ზომას. შევნიშნოთ, რომ მოცემული პირობა შეიძლება ინტერპრეტირებული

იყოს როგორც log-ჰელდერის უწყვეტობის პირობის ორობითი ვერსია p(·)-ზე. log-ჰელდერის

პირობა ძალზე მნიშვნელოვანი პირობაა Lp(·)(Rn) სივრცეში ჰარმონიული ანალიზის სხვადას-

ხვა პრობლემების გადასაჭრელად. (იხ. [8]).

თეორემა 6.2. [15]. ვთქვათ p(·) ∈ C log
d , და 1 < p− ≤ p+ < ∞. თუ f ∈ Lp(·)([0, 1)) მაშინ f

ფუნქციის უოლშ-ფურიეს მწკრივის Snf კერძო ჯამებისთვის გვაქვს

sup
n∈N

∥Snf∥p(·) ≤ C ∥f∥p(·) .

რადგან უოლშის პოლინომები მკვრივია Lp(·)([0, 1))-ში ზემოთ მოყვანილი თეორემიდან გა-

მომდინარეობს, რომ Snf კრებადია საწყისი f ფუნქციისკენ Lp(·)([0, 1))-ის ნორმით. (იხ.[15],

[23]).

ზოგადად იმისთვის, რომ მუდმივი მაჩვენებლიანი ლებეგის სივრცეების ანალოგიური თვი-

სებები შესწავლილი იყოს ცვლად მაჩვენებლიან ლებეგის სივრცეებში, ამისათვის ცენტრალუ-

რი პრობლემაა განისაზღვროს პირობები p(·) მაჩვენებელზე რომელიც უზრუნველყოფს ჰარდი-

ლითელვუდის მაქსიმალური ოპერატორის შემოსაზღვრულობას Lp(·)-ზე. (იხილეთ, მონოგრა-

ფიები [8], [10]). განვსაზღვროთ ჰარდი-ლითელვუდის მაქსიმალური ფუნქიცა რომელიც არსე-

ბითია ვილენკინ-ფურიეს მწკრივების შესწავლისთვის. ვთქვათ, f ∈ L1(G) და განვიხილოთ

Mf(x) = sup
x∈I,I∈F

1

µ(I)

∫
I
|f | dµ.

მოცემული მაქსიმალური ფუნქცია პირველად შემოღებული იყო პ. სიმონის მიერ [27]-ში.

მან აჩვენა, რომ მაქსიმალური ოპერატორი შემოსაზღვრულია Lp(G), 1 < p <∞ და მისი სუსტი

(1, 1) ტიპი. იუნგმა [30]-ში მიიღო მაკენჰაუპტის თეორემის ანალოგი [19].
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თეორემა 6.3. ვთქვათ, ω არის წონა Gm-ზე და 1 < p < ∞, მაშინ შემდეგი წინადადებები

ერთმანეთის ექვივალენტურია:

(i) ω ∈ Ap(Gm),

(ii) არსებობს მუდმივი C დამოკიდებული მხოლოდ ω-ზე და p-ზე ისეთი, რომ ყოველი f ∈

Lp
ω(Gm)-თვის გვაქვს ∫

Gm

(Mf)pω dµ ≤ C

∫
Gm

|f |p ω dµ.

როცა p = 1, მაშინ შემდეგი ორი წინადადება ერთმანეთის ექვივალენტურია:

(iii) ω ∈ A1(Gm),

(iv) არსებობს მუდმივი C დამოკიდებული მხოლოდ ω-ზე ისეთი, რომ ყოველი f ∈ L1(Gm)-

თვის გვაქვს ∫
{Mf>y}

ω dµ ≤ Cy−1

∫
Gm

|f |ω dµ, y > 0.

განსაზღვრება 6.2. ვიტყვით, რომ p(·) მაჩვენებელი, 1 < p− ≤ p+ < ∞ აკმაყოფილებს

A (Gm) პირობას, თუ არსებობს მუდმივი C ისეთი, რომ ყოველი I ∈ F -თვის,

1

µ(I)
∥χI∥p(·)∥χI∥p′(·) ≤ C. (6)

(6) პირობა თამაშობს ზუსტად იგივე როლს გასაშუალოების ოპერატორებისთვის ცვლად

მაჩვენებლიან ლებეგის სივრცეებში როგორსაც Ap პირობა წონიან ლებეგის სივრცეებში (იხი-

ლეთ [16], [18]). კოპალიანმა და ადამაძემ [1], აჩვენეს, რომ A (Gm) პირობა არის აუცილებე-

ლი და საკმარისი იმისათვის, რომ ჰარდი-ლითელვუდის მაქსიმალური ფუნქცია იყოს შემოსა-

ზღვრული Lp(·)(Gm)-ზე. კერძოდ მათ დაამტკიცეს შემდეგი

თეორემა 6.4. [1]. ვთქვათ, p(·) ფუნქცია აკმაყოფილებს პირობას 1 < p− ≤ p+ < ∞. მაშინ

შემდეგი ორი წინადადება ერთმანეთის ექვივალენტურია:

(i) p(·) ∈ A (Gm),

(ii) არსებობს მუდმივიC, დამოკიდებული მხოლოდ p(·)-ზე, ისეთი, რომ ყოველი f ∈ Lp(·)(Gm)-

თვის გვაქვს

∥Mf∥p(·) ≤ C∥f∥p(·).

განსაზღვრების სიმეტრიულობიდან გამომდინარე, p(·) ∈ A (Gm) მაშინ და მხოლოდ მაშინ

როცა p′(·) ∈ A (Gm) და ზემოთ მოყვანილი თეორემიდან გამომდინარე მიუხედავად იმისა, რომ

M არ არის წრფივი ოპერატორი, M ოპერატორის შემოსაზღვრულობიდან გამომდინარეობს

დუალური უტოლობა.

შედეგი 6.1. [1]. ვთქვათ, p(·) მოცემული მაჩვენებელია ისეთი, რომ 1 < p− ≤ p+ < ∞ მაშინ

მაქსიმალური ოპერატორი M შემოსაზღვრულია Lp(·)(Gm)-ზე მაშინ და მხოლოდ მაშინ როცა

M შემოსაზღვრულია Lp′(·)(Gm).
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[1]-ში დამტკიცებულია შემდეგი თეორემა Gm ჯგუფის ტერმინებში (ევკლიდური სივრცის

შემთხვევაში იხილეთ [8]).

თეორემა 6.5. [1]. ვთქვათ, p(·) არის მაჩვენებელი ისეთი, რომ 1 < p− ≤ p+ < ∞. მაშინ

შემდეგი წინადადებები ერთმანეთის ექვივალენტურია:

(i) მაქსიმალური ოპერატორი M შემოსაზღვრულია Lp(·)(Gm)-ში,

(ii) არსებობს r0, 0 < r0 < 1, ისეთი, რომ თუ r0 < r < 1, მაშინ მაქსიმალური ფუნქცია

შემოსაზღვრულია Lrp(·)(Gm).

S სიმბოლოთი აღვნიშნავთ ორი არაუარყოფითი ზომად ფუნქციათა წყვილთა ერთობლი-

ობას. ვთქვათ, p, 1 ≤ p <∞ და თუ რაიმე ω ∈ Ap(Gm) დავწერთ უტოლობას

∫
Gm

f(x)pω(x) dµ ≤ C

∫
Gm

g(x)pω(x) dµ, (f, g) ∈ S ,

მაშინ ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ მოცემული უტოლობა სრულდება ყოველი (f, g) ∈ S წყვი-

ლისთვის, ისე რომ უტოლობის მარცხენა მხარე სასრულია, და C მუდმივი შეიძლება დამოკი-

დებული იყოს p-ზე და [w]Ap . თუ ჩვენ დავწერთ

∥f∥p(·) ≤ Cp(·)∥g∥p(·), (f, g) ∈ S ,

მაშინ ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ მოცემული უტოლობა სრულდება ყველა (f, g) ∈ S წყვი-

ლისთვის, ისე რომ მოცემული უტოლობის მარცხენა მხარე სასრულია და მუდმივი შეიძლება

დამოკიდებული იყოს p(·).

მოცემული შეთანხმების საფუძველზე უკვე შეგვიძლია ჩამოვაყალიბოთ რუბიო დე ფრანსი-

ას ექსტრაპოლაციის თეორემა შემდეგი ფორმით:

თეორემა 6.6. ვთქვათ, რაიმე p0 ≥ 1 და S არის ისეთი, ოჯახი, რომ ყოველი ω ∈ A1(G)-თვის

გვაქვს ∫
Gm

f(x)p0ω(x) dµ ≤ C

∫
Gm

g(x)p0ω(x) dµ, (f, g) ∈ S .

თუ p(·) მაჩვენებელი ისეთია, რომ p0 < p− ≤ p+ < ∞ და მაქსიმალური ოპერატორი M

შემოსაზღვრულია L(p(·)/p0)′(Gm), მაშინ

∥f∥p(·) ≤ Cp(·)∥g∥p(·), (f, g) ∈ S .

მოცემული თეორემა ცვლად მაჩვენებლიანი ლებეგის სივრცეში Rn-ზე და როცა M მაქსიმა-

ლური ფუნქცია განსაზღვრულია კუბებზე (ბირთვებზე) Rn-ში (რომელიც პარალელურია კოორ-

დინატთა ღერძების მიმართ) პირველად დამტკიცებული იყო [7]-ში. [9]-ში რუბიო დე ფრანსიას
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ექსტრაპოლაციის თეორემა დამტკიცებულია უფრო ზოგადი სივრცეებისთვის რომელშიც გამო-

ყენებულია A1 წონები და მაქსიმალური ოპერატორი M განსაზღვრული ნებისმიერი მაკენჰა-

უპტის ბაზისით (იხილეთ განსაზღვრება 3.1 [9]-ში). თეორემა 6.3-დან გამომდინარეობს, რომ

განზოგადებულ ინტერვალთა F ოჯახი არის მაკენჰაუპტის ბაზისი. შემდეგი ტოლობის ძალით(
Lp(·)(Gm

)1/p0
= Lp(·)/p0(Gm) თეორემა 6.6 პირდაპირ გამომდინარეობს თეორემა 4.6-დან [9].

[1]-ში კოპალიანმა და ადამაძემ დაახასათეს ყველა ყველა p(·) მაჩვენებელი ისეთი, რომ თუ

f ∈ Lp(·)(Gm), მაშინ f ∈ Lp(·)(Gm) ფუნქციის ვილენკინ-ფურიეს მწკრივის Snf კერძო ჯამები

კრებადია f -სკენ Lp(·)(Gm)-ის ნორმით. კერძოდ სამართლიანია შემდეგი თეორემა

თეორემა 6.7. ვთქვათ, p(·) მაჩვენებელი ისეთია, რომ 1 < p− ≤ p+ < ∞. მაშინ შემდეგი

წინადადებები ექვივალენტურია:

(i) p(·) ∈ A (Gm),

(ii) არსებობს მუდმივი C დამოკიდებული მხოლოდ p(·)-ზე ისეთი, რომ ყოველი f ∈ Lp(·)(Gm)-

თვის გვაქვს:

sup
n∈N

∥Snf∥p(·) ≤ C∥f∥p(·),

(iii) limn→∞ ∥f − Snf∥p(·) = 0, ყოველი f ∈ Lp(·)(Gm)-თვის.

შემოვიღოთ აღნიშვნა

En(f)p,ω = inf


∥∥∥∥∥f −

n−1∑
k=0

akψk

∥∥∥∥∥
p,ω

: ak ∈ C

 , n ∈ N.

ცვლად მაჩვენებლიანი ლებეგის სივრცის შემთხვევაში განვიხილოთ

En(f)p(·) = inf


∥∥∥∥∥f −

n−1∑
k=0

akψk

∥∥∥∥∥
p(·)

: ak ∈ C

 , n ∈ N.

თეორემა 6.7-დან გამომდინარეობს შემდეგი უტოლობა ∥f − Snf∥p(·) ≤ (1 + C)En(f)p(·) თე-

ორემა 6.7 თამაშობს ძირითად როლს მოცემულ სამაგისტო ნაშრომში. მოცემული თეორემის

გამოყენებით განზოგადებულია ვოლოსივეცის [28] თეორემები ცვლად მაჩვენევლიან ლებეგის

სივრცეებში.

ვთქვათ, G არის უოლშის (კანტორის) ჯგუფი. X(G) ⊂ L1(G) იყოს ბანახის სივრცე ისე-

თი, რომ უოლშის სისტემის წრფივი გარსი მკვრივია X(G)-ში. ბუცერმა და ვაგნერმა [5]-ში

შემოიღეს f ∈ X(G) ფუნქციის D(1)(f) ძლიერი წარმოებული. შემოვიღოთ აღნიშვნა ej =

(x0, x1, ...), xj = 1, xi = 0, როცა i ̸= j.

განსაზღვრება 6.3. ვთქვათ, f ∈ X(G). ვიტყვით, რომ f -ს გააჩნია ძლიერი წარმოებული, თუ

არსებობს g ∈ X(G) ფუნქცია ისეთი, რომ

lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥2−1
n∑

j=0

2j [f(·)− f(·+ ej+1)]− g(·)

∥∥∥∥∥∥
X

= 0,
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ასეთ g ფუნქციას ეწოდება f ფუნქციის ორობითი ძლიერი წარმოებული და მას აღვნიშნავთ

D
(1)
X (f)-ით. უფრო მეტიც განვსაზღვროთ მაღალი რიგის წარმოებულები

D
(r)
X (f) = D

(1)
X (D

(r−1)
X (f)), r ∈ N, r ≥ 2.

[5]-ში დამტკიცებულია შემდეგი ტოლობა D(1)
X (ψk) = kψk, k ∈ N+ საიდანაც გამომდინა-

რეობს, რომ ψk წარმოადგენს D(1)
X ოპერატორის საკუთრივ ფუნქციას. იგივე სტატიაში განსა-

ზღვრულია f ∈ X(G) ფუნქციის ძლიერი რიგის ინტეგრალი I(r)(f) შემდეგნაირად: შემოვიღოთ

აღნიშვნა Wr = 1+
∑∞

k=1 k
−rψk. მაშინ f ∗Wr-ს ეწოდება f ფუნქციის r-რიგის ორობითი ინტეგ-

რალი. ასევე [?]-ში დამტკიცებულია შემდეგი ფორმულების სამართლიანობა D(1)
X (I

(1)
X (f)) = f

და I(1)X (D
(1)
X (f)) = f , როცა ფრჩხილებს შიგნით მოთავსებული გამოსახულება არსებობს და

f̂(0) = 0.

ონევიერმა [21]-ში ზემოთ მოყვანილი წარმოებულის განსაზღვრება განაზოგადა ვილენკი-

ნის ჯგუფებზე.

განსაზღვრება 6.4. ვთქვათ f ∈ X(Gm) და არსებობს ფუნქცია g ∈ X(Gm) ისეთი, რომ

lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=0

mj

Mj+1−1∑
k=0

kM−1
j+1

Mj+1−1∑
l=0

exp−lk(2πi/Mj+1)(f(·+ lej+1)− f(·))− g(·)

∥∥∥∥∥∥
X

= 0,

მაშინ g-ს ეწოდება f ფუნქციის ძლიერი წარმოებული X(Gm)-ში.

[21]-ში დამტკიცებულია ტოლობა D(1)(ψk) = kψk და შესწავლილია წარმოებულის გარ-

კვეული თვისებები. ონევიერმა [22]-ში შემოიღო მოდიფიცირებული ორობითი წარმოებული

f [1] შემდეგი თვისებით: ψ[1]
k = 2[log2 k]ψk. ასევე მან აჩვენა, რომ D(1) და D[1] ოპერატორის

განსაზღვრის არეები ემთხვევა.

ზელინმა [32]-ში შემოგვთავაზა P - წარმოებულისა და ინტეგრალის განსაზღვრება , რომე-

ლიც უფრო მარტივია ვიდრე ბუცერ-ვაგნერისა და ონევიერის განასზღვრებები.

განსაზღვრება 6.5. ვთქვათ, f ∈ X(Gm), α ∈ R, Tα
r =

∑Mr−1
k=0 kαψk, სადაც 0α = 1, როცაα ≤

0. თუ

lim
r→∞

∥Tα
r ∗ f − g∥X = 0,

მაშინ α > 0-თვის g = T
(α)
X (f)-ს ეწოდება f ფუნქციის α რიგის (ძლიერი) წარმოებული და

α < 0-თვის g = T
(α)
X (f)-ს ეწოდება f ფუნქციის |α| რიგის (ძლიერი) ინტეგრალი. ახლა რადგან

SMn(f)(x) =
1

|In(x)|

∫
In(x)

f(t) dµ,

X(Gm) = Lp(Gm), 1 < p <∞. შემთხვევაში გვაქვს: f ∈ Lp(Gm) მაშინ და მხოლოდ მაშინ,

როცა ∥SMn(f)∥p ≤ C. სადაც C არაა დამოკიდებული n-ზე. შესაბამისად f ფუნქციის α რიგის
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წარმოებულის არსებობა ექვივალენტურია იმის, რომ
∑∞

k=0 k
αf̂(k)ψk მწკრივი წარმოადგენს

g ∈ Lp(Gm) ფუნქციის ვილენკინ-ფურიეს მწკრივს. მოცემული სამაგისრო ნაშრომი შეეხება

ზელინის მიერ შემორებულ წარმოებულს, რომელიც აღნიშნული იქნება f [r]-ით.
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7 ძირითადი შედეგები

ვოლოსივეცმა [28]-ში დაამტკიცა შემდეგი თეორემა

თეორემა 7.1. ვთქვათ, f ∈ L1(Gm) და

Q(f) =

(
|f̂(0)|2 +

∞∑
n=0

|SMn+1(f)− SMn(f)|2
)1/2

, ω ∈ Ap(Gm), 1 < p <∞.

მაშინ f ∈ Lp
ω(Gm) მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა Q(f) ∈ Lp

ω(Gm), და ∥Q(f)∥p ≍ ∥f∥p, f ∈

Lp
ω(Gm).

მოცემულ თეორემაზე დაყრდნობით ვამტკიცებთ შემდეგ თეორემას

თეორემა 7.2. ვთქვათ, f ∈ L1(Gm) და p(·) მაჩვენებელი ისეთია, რომ 1 < p− ≤ p+ < ∞, და

M მაქსიმალური ოპერატორი შემოსაზღვრულია Lp(·)(Gm)-ში, ამასთან

Q(f) =

(
|f̂(0)|2 +

∞∑
n=0

|SMn+1(f)− SMn(f)|2
)1/2

,

მაშინ f ∈ Lp(·)(Gm) მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა Q(f) ∈ Lp(·)(Gm), და ∥Q(f)∥p(·) ≍

∥f∥p(·), f ∈ Lp(·)(Gm).

დამტკიცება. მოცემული თეორემის პირობის და თეორემა 6.5-ის ძალით შეგვიძლია ავარჩიოთ

ε > 0 ისეთი, რომ (1 + ε) < p− ≤ p+ <∞ და M მაქსიმალური ოპერატორი შემოსაზღვრულია

Lp(·)/(1+ε)(Gm)-ში. ვთქვათ, ω ∈ A1(Gm) მაშინ ω ∈ A1+ε(Gm), შესაბამისად თეორემა 7.1-ის

ძალით არსებობს C1, C2 > 0 მუდმივები ისეთი, რომ ადგილი აქვს უტოლობებს:

C1

∫
Gm

|Q(f)|1+εω(x) dµ ≤
∫
Gm

|f |1+εω(x) dµ ≤ C2

∫
Gm

|Q(f)|1+εω(x) dµ,

თუ გათვალისწინებით ექსტრაპილაციის 6.6 თეორემას მივიღებთ, რომ არსებობს მხოლოდ

მაჩვენებელზე დამოკიდებული მუდმივები C ′

p(·), C
′′

p(·) > 0 ისეთი, რომ ადგილი აქვს უტოლო-

ბებს:

C
′

p(·)∥Q(f)∥p(·) ≤ ∥f∥p(·) ≤ C
′′

p(·)∥Q(f)∥p(·).

ამით თეორემა დამტიკიცებულია.

სამართლიანია შემდეგი ლემა:

ლემა 7.1. [17]. ვთქვათ, r ∈ N+, განვიხილოთ

σ(r)n =

n−1∑
k=0

(
1−

(
k

n

)r)
φk, ζ(r)n =

n−1∑
k=0

(
1−

(
k

n

)r)
krφk,

სადაც φk ეკუთვნის რაიმე E ბანახის სივრცეს. თუ ∥ζ(r)n ∥ ≤ K,n ∈ N+, მაშინ σ
(r)
n კრებადია E

სივრცის რაიმე s ელემენტისაკენ და ∥s− σ
(r)
n ∥ = O(Kn−r), n ∈ N+.
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ლემა 7.2. [28]. ვთქვათ, E არის ბანახის სივრცე და {φk}∞k=0 ⊂ E. მაშინ σ(1)n , ζ
(1)
n -თვის და

rn =
n−1∑
k=0

Ck
k+1

Cn−1
n+1

σ
(1)
k+1,

გვაქვს ტოლობა:

(n+ 1)(σ(1)n − rn) = ζ(1)n , n ∈ N+,

სადაც Ck
n = n!

k!(n−k)! .

ლემა 7.3. ვთქვათ, n ∈ N+ და E არის ბანახის სივრცე. თუ ∥s − σ
(1)
m ∥ ≤ M/m, 1 ≤ m ≤ n,

რაიმე s ∈ E-თვის, მაშინ ∥ζ(1)n ∥ ≤ 4M.

ლემა 7.4. ვთქვათ g = {gk}∞k=1, სადაც gk ∈ Lp(·)(Gm), k ∈ N+, 2 ≤ p(·) < ∞ და 1 ≤ q < ∞,

ამასთან

∥g∥Lp(·)(lq) =

∥∥∥∥∥∥
( ∞∑

k=1

|gk|q
)1/q

∥∥∥∥∥∥
p(·)

, ∥g∥lq(Lp(·)) =

( ∞∑
k=1

∥gk∥qp(·)

)1/q

.

მაშინ ∥g∥Lp(·)(l2) ≤ ∥g∥l2(Lp(·)), როცა p(·) ≥ 2.

დამტკიცება. მართლაც, შევნიშნოთ, რომ სამართლიანია შემდეგი ტოლობა (იხ. [10])

∥f∥rp(·) = ∥|f |r∥ p(·)
r

,

ნებისმიერი 0 < r ≤ p−. აქედან თუ r = 1/2 მივიღებთ, რომ სამართლიანია ტოლობა∥∥∥|f |1/2∥∥∥
p(·)

= ∥f∥1/2p(·)
2

,

მოცემული ტოლობისა და მინკოვსკის უტოლობის გამოყენებით მივიღებთ, რომ

∥g∥Lp(·)(l2) =

∥∥∥∥∥∥
( ∞∑

k=1

|gk|2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
p(·)

=

∥∥∥∥∥
( ∞∑

k=1

|gk|2
)∥∥∥∥∥

1/2

p(·)/2

≤

( ∞∑
k=1

∥∥g2k∥∥p(·)/2
)1/2

=

( ∞∑
k=1

∥gk∥2p(·)

)1/2

= ∥g∥l2(Lp(·)).

სამართლიანია ჯექსონის თეორემის ანალოგი ცვლად მაჩვენებლიანი ლებეგის სივრცეე-

ბისთვის.

თეორემა 7.3. ვთქვათ, p(·) მაჩვენებელი ისეთია, რომ 1 < p− ≤ p+ < ∞, p(·) ∈ A (Gm), r ∈

N+, და f ∈ Lp(·)(Gm)-თვის არსებობს f [r] ∈ Lp(·)(Gm) მაშინ

En(f)p(·) ≤ Cn−r∥f [r]∥p(·).
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დამტკიცება. ვთქვათ f [r] ∈ Lp(·)(Gm) არსებობს, მაშინ

ζ(r)n (f) =
n−1∑
k=0

(
1− kr

nr

)
krf̂(k)ψk =

n−1∑
k=0

(
1− kr

nr

)
(Sk+1(f

[r])− Sk(f
[r]))

=

n∑
k=1

(
1− (k − 1)r

nr

)
Sk(f

[r])−
n−1∑
k=0

(
1− kr

nr

)
Sk(f

[r])

=
n−1∑
k=1

kr − (k − 1)r

nr
Sk(f

[r]) +

(
1− (n− 1)r

nr

)
Sn(f

[r]),

ახლა თეორემა 1.29-ით მივიღებთ, რომ

∥ζ(r)n (f)∥p(·) ≤
n−1∑
k=1

kr − (k − 1)r

nr
∥Sk(f [r])∥p(·) +

(
1− (n− 1)r

nr

)
∥Sn(f [r])∥p(·)

≤ (n− 1)r

nr
C∥f∥p(·) +

(
1− (n− 1)r

nr

)
C∥f∥p(·) ≤ C1∥f∥p(·),

საიდანაც ლემა 7.1-ით

σ(r)n (f) =

n−1∑
k=0

(
1−

(
k

n

)r)
f̂(k)ψk,

კრებადია Lp(·)(Gm)-ში რაიმე g ∈ Lp(·)(Gm) ელემენტისაკენ. ახლა რადგან σ(r)n კრებადია f -

კენ L1(Gm)-ში და რადგან მისი ზღვარი თითქმის ყველგან ემთხვევა f -ს Lp(·)(Gm)-ში ამიტომ

მივიღებთ, რომ

∥σ(r)n − f∥p(·) → 0, როცა n→ ∞.

და საბოლოოდ ლემა 7.1-დან მივიღებთ, რომ

En(f)p(·) ≤ ∥σ(r)n − f∥p(·) = O(n−r∥f [r]∥p(·)).

ამით თეორემა დამტკიცებულია.

ვიტყვით, რომ f ∈ Pn თუ f ∈ L1(Gm) და f̂(k) = 0 როცა k ≥ n. ადგილი აქვს ბერშტეინის

თეორემის ანალოგს წონიან ლებეგის სივრცეებში.

თეორემა 7.4. [28]. ვთქვათ, 1 < p <∞, ω ∈ Ap(Gm), r ∈ N და tn ∈ Pn. მაშინ

∥t[r]n ∥p,ω ≤ Cp,ωn
r∥tn∥p,ω.

მოცემულ თეორემაზე დაყრდნობით ვამტკიცებთ ბერშტეინის თეორემის ანალოგს ცვლად

მაჩვენებლიან ლებეგის სივრცეებში.

თეორემა 7.5. ვთქვათ, p(·) მაჩვენებელი ისეთია, რომ 1 < p− ≤ p+ < ∞, p(·) ∈ A (Gm),

r ∈ N+ და tn ∈ Pn მაშინ ∥t[r]n ∥p(·) ≤ Cp(·)n
r∥tn∥p(·).
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დამტკიცება. რადგან 1 < p− ≤ p+ < ∞, p(·) ∈ A (Gm) ამიტომ თეორემა 6.4-ის ძალით M

მაქსიმალური ფუნქცია შემოსაზღვრულია Lp(·)(Gm)-ში. თეორემა 6.5-ის ძალით შეგვიძლია

ავარჩიოთ ε > 0 ისეთი, რომ (1 + ε) < p− ≤ p+ < ∞ და M მაქსიმალური ოპერატორი შე-

მოსაზღვრულია Lp(·)/(1+ε)(Gm)-ში. ახლა ვთქვათ ω ∈ A1(Gm) მაშინ ω ∈ A1+ε(Gm). თეორემა

7.4-ით გვაქვს, რომ არსებობს Cp,ω > 0 მუდმივი ისეთი, რომ∫
Gm

|t[r]n (x)|1+εω(x) dµ ≤ Cp,ωn
r

∫
Gm

|tn|1+εω(x) dµ,

მოცემულის გათვალისწინებით თუ გამოვიყენებთ ექსტრაპილაციის 6.6 თეორემას მივიღებთ,

რომ არსებობს მხოლოდ მაჩვენებელზე დამოკიდებული მუდმივი Cp(·) > 0 ისეთი, რომ

∥t[r]n ∥p(·) ≤ Cp(·)n
r∥tn∥p(·),

და ε > 0-ის ნებიემიერობის გამო მივიღებთ დასამტკიცებელს.

სამართლიანია შემდეგი თეორემა.

თეორემა 7.6. ვთქვათ, p(·) მაჩვენებელი ისეთია, რომ p(·) ∈ [2,∞), p(·) ∈ A (Gm), r ∈ N+ და

f ∈ Lp(·)(Gm), თუ
∑∞

k=1 k
2r−1E2

k(f)p(·) კრებადია მაშინ არსებობს f [r] ∈ Lp(·)(Gm) და ასევე

En(f
[r])p(·) ≤ C

nrEn(f)p(·) +

 ∞∑
j=n+1

k2r−1E2
k(f)p(·)

1/2
 .

დამტკიცება. ვაჩვენოთ, რომ
∑∞

k=1 k
rf̂(k)ψk-ს კრებადობა Lp(·)(Gm)-ში. ვთქვათ n < q და

s, l ∈ N ისეთია, რომ Ms−1 ≤ n < Ms, Ml−1 ≤ q < Ml, s ≤ l. თუ s < l მაშინ

q∑
k=n

krf̂(k)ψk =

Ms−1∑
k=n

+

Ml−1−1∑
k=Ms

+

q∑
k=Ml−1

 krf̂(k)ψk = I1 + I2 + I3,

შეიძლება I2 იყოს ნულის ტოლი. თეორემა 7.2-ის ძალით

∥I2∥p(·) ≤ C1

∥∥∥∥∥∥∥
 l−2∑

j=s

∣∣∣∣∣∣
Mj+1−1∑
k=Mj

krf̂(k)ψk

∣∣∣∣∣∣
21/2

∥∥∥∥∥∥∥
p(·)

,

აქედან ლემა 7.4-ის გამოყენებით

∥I2∥p(·) ≤ C2

 l−2∑
j=s

∥∥∥∥∥∥
Mj+1−1∑
k=Mj

krf̂(k)ψk

∥∥∥∥∥∥
2

p(·)


1/2

. (7)

თეორემა 6.7 და 7.5-დან მივიღებთ∥∥∥∥∥∥
Mj+1−1∑
k=Mj

krf̂(k)ψk

∥∥∥∥∥∥
p(·)

≤ C3M
r
j+1

∥∥∥∥∥∥
Mj+1−1∑
k=Mj

f̂(k)ψk

∥∥∥∥∥∥
p(·)

(8)

≤ C3M
r
j+1∥SMj+1(f)− f + f − SMj (f)∥p(·)

≤ C4M
r
j+1EMj (f)p(·).
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ანალოგიურად მივიღებთ, რომ ∥I1∥p(·) ≤ C4n
rEn(f)p(·) და ∥I3∥p(·) ≤ C4M

r
l−1EMl−1

(f)p(·) თუ

s = l ჩვენ შევაფასებთ მხოლოდ I1-ს. ზემოთ მოყვენილი უტოლობების გათვალისწინებით

მივიღებთ, რომ∥∥∥∥∥
q∑

k=n

krf̂(k)ψk

∥∥∥∥∥
p(·)

≤ C5

nrEn(f)p(·) +

 l−1∑
j=s

M2r
j E2

Mj
(f)p(·)

1/2
 .

ცნობილია, რომ
∑∞

j=1M
2r
j E2

Mj
(f)p(·) მწრივის კრებადობა ექვივალენტურია

∑∞
k=1 k

2r−1E2
k(f)p(·)

მწკრივის კრებადობის. საიდანაც გამომდინარეობს
∑∞

k=1 k
rf̂(k)ψk-ის კრებადობა Lp(·)(Gm)-

ში. ახლა ვთქვათ Ms−1 ≤ n < Ms მაშინ თეორემა 7.2, (7) და (8)-დან მივიღებთ

En(f
[r])p(·) ≤ ∥f [r] − Sn(f

[r])∥p(·) ≤ C6

∥∥∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣

ms−1∑
k=n

krf̂(k)ψk

∣∣∣∣∣
2

+

∞∑
j=s

∣∣∣∣∣∣
Mj+1−1∑
k=Mj

krf̂(k)ψk

∣∣∣∣∣∣
21/2

∥∥∥∥∥∥∥
p(·)

≤ C7

nrEn(f)p(·) +

 ∞∑
j=s

M2r
j E2

Mj
(f)p(·)

1/2
 ,

საიდანაც გამომდინარეობს დასამტკიცებელი.

Lp(·)(Gm) სივრცეში განვსაზღვროთ უწყვეტობის მოდული რომელიც ადაპტირებულია ვი-

ლენკინის სისტემისთვის:

ωn(f)p(·) = sup
k≥n

∥∥∥∥∥f(x)− 1

|Ik(x)|

∫
Ik(x)

f(t) dµ

∥∥∥∥∥
p(·)

.

კარგად არის ცნობილი, რომ

SMk
(f)(x) =

1

|Ik(x)|

∫
Ik(x)

f(t) dµ.

თუ p(·) მაჩვენებელი ისეთია, რომ 1 < p− ≤ p+ <∞, p(·) ∈ A (Gm) თეორემა 6.7-ის გვექნება

EMk
(f)p(·) ≤ ∥f − SMk

(f)∥p(·) ≤ CEMk
(f)p(·).

მაშასადამე ωn(f)p(·) ≍ EMk
(f)p(·), f ∈ Lp(·)(Gm) და ωn(f)p(·)-ს შეფასება ადვილად მიიღება

თეორემა 7.6-დან.

ვთქვათ, p(·) მაჩვენებელი ისეთია, რომ 1 < p− ≤ p+ < ∞, p(·) ∈ A (Gm), r ∈ N.

W rLp(·)(Gm)-ით აღვნიშნოთ ყველა ისეთ g ∈ Lp(·)(Gm) ფუნქიცათა ერთობლიობა, რომლის-

თვისაც g[r] ∈ Lp(·)(Gm) შემდეგი ∥g[r]∥p(·) ნახევარ-ნორმით. განვიხილოთ K-ფუნქციონალი

განსაზღვრული შემდეგნაირად:

Kr(f, t) = Kr(f, t, L
p(·)(Gm),W rLp(·)(Gm)) = inf

{
∥f − g∥p(·) + t∥g[r]∥p(·) : g ∈W rLp(·)(Gm)

}
.

სამართლიანია შემდეგი პირდაპირი და შებრუნებული აპროქსიმაციის თეორემებიKr(f, t) ფუნ-

ქციონალის ტერმინებში.
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თეორემა 7.7. ვთქვათ p(·) მაჩვენებელი ისეთია, რომ p(·) ∈ [2,∞), p(·) ∈ A (Gm), მაშინ

ყოველი f ∈ Lp(·)(Gm) და n ∈ N-თვის გვაქვს

En(f)p(·) ≤ CKr(f, n
−r), (9)

და

Kr(f, n
−r) ≤ Cn−r

(
n∑

k=1

[krEk(f)p(·)]
2k−1

)1/2

. (10)

დამტკიცება. საუკეთესო მიახლოების ნახევრად-ადიციურიობისა და თეორემა 7.3-ის ძალით

g ∈W rLp(·)(Gm)-თვის გვაქვს

En(f)p(·) ≤ En(f − g)p(·) + En(g)p(·) ≤ C1

(
∥f − g∥p(·) + n−r∥g[r]∥p(·)

)
.

თუ უკანასკნელი უტოლობის მარჯვენა მხარეს ავიღებთ ინფიმუმს ყველა g ∈ W rLp(·)(Gm)-

ს მიმართ მივიღებთ (9)-ს. ვთქვათ tk ∈ PMk
ისეთია, რომ ∥f − tk∥ = EMk

(f)p(·), sk =

tk − tk−1 როცა k ∈ N+, s0 = t0 იყოს მუდმივი Gm-ზე. სამკუთხედის უტოლობით მივიღებთ,

რომ ∥sk∥p(·) ≤ 2EMk−1
(f)p(·). ვთქვათ tk =

∑k
j=0 sj და s[1]0 = 0. თეორემა 7.5-ის (7)-(8)-ს

გამოყენებით მივიღებთ

Kr(f,M
−r
k ) ≤ ∥f − tk∥p(·) +M−r

k ∥t[r]k ∥p(·) = EMk
(f)p(·) +M−r

k

∥∥∥∥∥∥
k∑

j=1

s
[r]
j

∥∥∥∥∥∥
p(·)

≤ EMk
(f)p(·) + C2M

−r
k

 k∑
j=1

∥s[r]j ∥2p(·)

1/2

≤ EMk
(f)p(·) + C3M

−r
k

 k∑
j=1

M2r
j E2

Mj−1
(f)p(·)

1/2

≤ C4M
−r
k

 k∑
j=1

M2r
j E2

Mj−1
(f)p(·)

1/2

.

აქედან კი En(f)p(·)-სა და Kr(f, t)-ს მონოტონურობის გათვალისწინებით ადვილად მივიღებთ

(10)-ს. ამით თეორემა დამტკიცებულია.
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დასკვნა

მოცემულ სამაგისტრო ნაშრომში Lp(·)(Gm) სივრცეში დამტკიცებულია f [r]-ს არსებობის თე-

ორემა. P - წარმოებულის ტერმინებში მიღებულია ჯექსონისა და ბერშტეინის კლასიკური

უტოლობები ვილენკინის სისტემის მიმართ ცვლად მაჩვენებლიან ლებეგის სივრცეებში. ასევე,

მოცემულ ნაშრომში დამტკიცებულია Q(f) ოპერატორისა და f ფუნქციის ნორმების ექვივა-

ლენტობა Lp(·)(Gm) სივრცეში რომლის საშუალებითაც შეფასებულია f [r] წარმოებულის საუ-

კეთესო მიახლოება f ფუნქციის საუკეთესო მიახლოების საშუალებით. ასევე შემოღებულია K

ფუნქციონალი, რომლის ტერმინებშიც მიღებულია და შეფასებულია საუკეთესო მიახლოება.
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